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Wstep

Niniejsza praca sktada si¢ z dwoch niezaleznych czesci, z ktorych kazda dotyczy
zagadnien nalezacych do analizy zespolone;j.

Pierwszy rozdziatl poswiecony jest geometrycznej teorii funkcji w wypuktych ob-
szarach tubowych w C", a dokladniej badaniu geodezyjnych zespolonych dla takich
obszaréw. Najwazniejszym wynikiem uzyskanym w tym rozdziale jest warunek row-
nowazny na to, aby odwzorowanie holomorficzne z dysku jednostkowego w taki obszar
byto geodezyjna zespolona. Uzyskany warunek okazuje si¢ by¢ bardzo przydatny do
znajdowania konkretnych wzoréw na geodezyjne zespolone w pewnych klasach wy-
puktych obszaréw tubowych, w tym m. in. dla obszaréw tubowych nakrywajacych
ograniczone, pseudowypukte, petne obszary Reinhardta w C" z usunietymi osiami.
Stosujac nastepnie te wzory, otrzymujemy posta¢ odwzorowan ekstremalnych dla
funkcji Lemperta i metryki Kobayashi’ego-Roydena dla ograniczonych, pseudowypu-
ktych, pelnych obszaréw Reinhardta w C2. Wickszo$¢ wynikéw przedstawionych w
tym rozdziale mozna znalezé w pracach [Zajl4al i [Zaj14b].

Tematyka poruszana w drugim rozdziale niniejszej pracy lezy na pograniczu ana-
lizy zespolonej wielu zmiennych i analizy funkcjonalnej. Zajmujemy si¢ w nim ba-
daniem operatoréw kompozycji (sktadania) na przestrzeni funkeji holomorficznych
O()) na spbdjnej rozmaitosci Steina ). Operatory takie to odwzorowania postaci
f — fop, zadane przez odwzorowania holomorficzne ¢ : {2 — 2. Rozwazania nasze
dotyczy¢ beda pojecia hipercyklicznosci takich operatoréw, czyli posiadania przez
nie gestej orbity. W publikacji [Gro-Mor| problem ten rozwazany byt w sytuacji,
gdy (2 jest obszarem na ptaszczyznie zespolonej. W tej pracy zajmujemy sie przypad-
kiem dowolnej spéjnej rozmaitosci Steina €2, podajac warunek rownowazny na to, aby
operator kompozycji zadany przez odwzorowanie holomorficzne ¢ byt hipercykliczny.
Wyniki w nim przedstawione znajduja si¢ w artykule [Zaj12].

W trzecim rozdziale, zatytulowanym ,Dodatek”, przypominamy najwazniejsze
informacje dotyczace rozwazanych obiektéw, ktore bedg wykorzystywane w pracy.

Catos¢ pracy zamyka spis podstawowych symboli oraz wykaz cytowanych prac.
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ROZDZIAY, 1

Geodezyjne zespolone w wypuklych obszarach tubowych

1.1. Wprowadzenie i przedstawienie wynikow

Obszar D C C™ nazywamy obszarem tubowym, jezeli D = ) + iR"™ dla pewnego
obszaru 2 C R". W takiej sytuacji €2 nazywamy bazg obszaru tubowego D i ozna-
czamy przez Re D. W tym rozdziale podamy warunek réwnowazny na geodezyjne
zespolone w wypuktych obszarach tubowych oraz jawne wzory na geodezyjne zespo-
lone w pewnych klasach takich obszarow. Odwzorowanie holomorficzne ¢ : D — D
bedziemy nazywac geodezyjng zespolong dla wypuktego obszaru D, jezeli istnieje lewa
odwrotna dla ¢, tj. funkcja holomorficzna f : D — D taka, ze fop = idp. Geodezyjne
zespolone dla D to dokladnie te odwzorowania holomorficzne, ktore sg izometriami
pomiedzy kotem jednostkowym D wyposazonym w odlegtos¢ Poincaré’go, a obszarem
D wyposazonym w (pseudo)odlegtosé Carathéodory’ego.

Punktem wyjécia dla naszych rozwazan jest nastepujaca charakteryzacja geo-
dezyjnych zespolonych dla wypuktych obszar6w ograniczonych (zob. [Roy-Won],
[Jar-Pfl, podrozdziat 8.2]):

Twierdzenie 1.1.1. Niech D C C" bedzie ograniczonym obszarem wypuktym i niech
¢ € O(D, D). Wtedy ¢ jest geodezyjng zespolong dla D wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje odwzorowanie h € H' (D, C") takie, ze

Re [AR*(A) o (2 — ¢*(N)] < 0 dla wszystkich z € D i L"-pw. A€ T.  (1.1.1)

Przez ¢*(\) oznaczyli$émy tutaj granice radialng w C odwzorowania ¢ w punkcie
A € T (o ile istnieje), tj. ¢*(\) = lim,_1- p(rA). Wiadome jest, ze jesli ¢ jest
ograniczone, to ma L'-prawie wszystkie granice radialne. W powyzszym warunku
wyrazenie ,dla wszystkich z € D i L-p.w. A € T” nalezy rozumie¢ tak, ze warunek
zachodzi dla wszystkich (z,\) € D x A, gdzie A C T jest pewnym borelowskim
podzbiorem petnej miary £T. Innymi stowy, owo ”prawie wszedzie” nie zalezy od z.
Podobnie nalezy rozumie¢ te sentencje w kolejnych twierdzeniach.

Powyzsza charakteryzacja nie jest prawdziwa dla klasy obszarow tubowych, a do-
ktadniej - warunek (1.1.1) w ogdlnosci nie wystarcza do tego, aby ¢ byto geodezyjna
zespolona. Widaé to na prostym przyktadzie: D =H_ i p(\) = :\\zﬂ Odwzorowanie
© oczywiscie nie jest geodezyjng zespolong dla D, a dos¢ tatwo sprawdzic, ze spelia
(1.1.1) z funkcja h(N\) = . Jak zobaczymy w dalszej czesci, warunek (1.1.1) okaze sie
by¢ warunkiem koniecznym na to, aby ¢ byto geodezyjna zespolona. Dlatego warto
zwrbci¢ uwage na nastepujaca wtasnosé: jezeli D jest obszarem tubowym, h jest kla-
sy HY(D,C") i dla LT-p.w. A € T odwzorowanie z — Re (A\h*()\) @ 2) jest ograniczone
z gbory na D, to h musi by¢ postaci

h(\) = a\* + b\ + a
)
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dla pewnych a € C", b € R". Zalozenia te sa spelnione np. wtedy, gdy zachodzi
warunek (1.1.1) z pewnym ¢ € O(D, D). Dlatego tez w warunkach réwnowaznych na
geodezyjna zespolong dla obszaru tubowego odwzorowania powyzszej postaci zajma,
miejsce odwzorowan klasy H'. Dla uproszczenia wypowiedzi twierdzen wprowadzmy
oznaczenia na nastepujace rodziny odwzorowan:

H" = {he€ O(C,C"): Ah(X) € R", A € T},
H? = {h e O(C,C") : A()) € [0,00)", A € T}.

Jak stwierdziliSmy,
H*={h € O(C,C") : Ja € C",b € R" : h()\) = a\* + b\ + a, A € C}.
Ponadto (zob. np. [Jar-Pfl, Lemat 8.4.6)),
HL ={he€eO(C):3c>0,deD:h(\) =c(A—d)(1—d\),)eC}.

W problemie scharakteryzowania geodezyjnych zespolonych w wypuktych obsza-
rach tubowych mozna w naturalny sposob zawezi¢ rozwazania do tych sposrod nich,
ktérych baza nie zawiera zadnej afinicznej prostej rzeczywistej (Obserwacja 1.2.3).
Warunek ten jest rownowazny temu, ze sam obszar tubowy nie zawiera zadnej afinicz-
nej prostej zespolonej, a to z kolei (w klasie obszaréw wypuktych) jest réwnowazne
temu, ze obszar jest typu taut ([Bra-Sor, Twierdzenie 1.1]). Jak zobaczymy w Ob-
serwacji 1.2.4, gdy D C C" jest wypuklym obszarem tubowym niezawierajacym afi-
nicznych prostych zespolonych, to dowolne odwzorowanie holomorficzne ¢ : D — D
ma prawie wszystkie granice radialne oraz miare graniczng. Szczegdlnie wazne jest
dla nas istnienie miar granicznych, gdyz wtasnie przy ich pomocy podamy gtéwng
charakteryzacje geodezyjnych zespolonych i wyliczymy geodezyjne w pewnych szcze-
gblnych klasach obszaréw.

W podrozdziale 1.3 udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1.2. Niech D C C" bedzie wypuklym obszarem tubowym niezawiera-
jacym afinicznych prostych zespolonych i niech p € O(D, D). Wtedy ¢ jest geodezyjng
zespolong dla D wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie h € H" takie, Ze:
(i) Re [Ar(A) o (2 — ¢*(N)] <O dla wszystkich z € D i LT-p.w. A€ T,
(ii) Re [h()\) . M} < 0 dla kazdego A € D,.
Ponadto, jezeli D ma ograniczong baze, to warunek (i) mozna pomingc.

Réznica w stosunku do opisu z Twierdzenia 1.1.1 jest taka, ze odwzorowanie h,
zgodnie z nasza wczedniejsza obserwacja, stalo sie¢ odwzorowaniem o sktadowych be-
dacych wielomianami drugiego stopnia, a procz tego pojawit sie warunek (ii). Dowod,
ze warunek z Twierdzenia 1.1.2 wystarcza do tego, aby ¢ bylo geodezyjna, jest bardzo
podobny do dowodu warunku wystarczajacego w Twierdzeniu 1.1.1, zaprezentowa-
nym w [Jar-Pfl] jako Lemat 8.2.2. Wtasciwie, jedyne réznice wystepuja tam, gdzie
w dowodzie wspomnianego lematu uzywane byto nastepujace rozumowanie, oparte
na zasadzie maksimum dla funkcji harmonicznych: jezeli u jest funkcja harmoniczng
w D oraz u* < 0 p.w. na T, to u < 0 w ID. Rozumowanie to jest poprawne jedynie
przy pewnych dodatkowych zatozeniach, np. ze funkcja u jest ograniczona z gory w

D (np. u(A\) = Im (%)2 — 1 nie jest, i nie jest ujemna w D, a tatwo sprawdzié, ze
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u* = —1 p.w. na T). W dowodzie [Jar-Pfl, Lemat 8.2.2], prowadzonym dla przypad-
ku ograniczonego obszaru D, wszystkie funkcje harmoniczne, do ktérych stosowano
powyzsze rozumowanie, bylty ograniczone z gory, gdyz wynikato to z ograniczonosci
odwzorowania ¢ i samego obszaru. Jednakze, gdy przejdziemy do obszaréw tubo-
wych, wspomniana ograniczonos¢ nie zachodzi i potrzebne jest dodatkowe zatozenie.
Te role pehi (nieco techniczny) warunek (ii).

Warunek (i) z Twierdzenia 1.1.2 daje nam pewne informacje na temat wartosci
radialnych odwzorowania (: wynika z niego, ze dla L'-prawie kazdej A\ € T wek-
tor Ah()) zadaje ptaszczyzne wspierajaca dla obszaru Re D w punkcie brzegowym
Re¢*(A) (co w pewnych sytuacjach pozwala jednoznacznie wyrazi¢ Re ¢*(\) przez
Ah())). Niemniej jednak, sam warunek (i) jest za staby na to, aby przy jego pomocy
wyliczy¢ geodezyjne zespolone, gdyz wartosci radialne ¢* nie pozwalaja wyznaczy¢
odwzorowania ¢, jezeli nie jest ono klasy H*(ID,C") - a z taka wlasnie sytuacja be-
dziemy mieli do czynienia w obszarach tubowych z nieograniczona baza. 7Z drugiej
strony, warunek (ii) nie jest warunkiem ,brzegowym” i moze by¢ trudno zastoso-
wacé go do wyznaczania wzoréw na geodezyjne zespolone dla konkretnych obszardw.
Okazuje si¢ jednak, ze mozliwe jest zastapienie tych dwoch warunkéw przez jeden,
odnoszacy si¢ jedynie do brzegowych wlasnosci odwzorowania ¢, a konkretnie: do
miary granicznej tego odwzorowania, ktéra wyznacza ¢ jednoznacznie z doktadno-
Scia do stalej urojonej. Przypomnijmy, ze borelowska miare rzeczywista (tj. miare
zespolona o wartosciach rzeczywistych) p na T nazywamy miarg graniczng funkcji
holomorficznej f : D — C, jezeli zachodzi nastepujacy wzor:

1 A
fN) = %/ng—)\ 1(¢) +ilm f(0), A € D.
Miara graniczna, o ile istnieje, jest wyznaczona jednoznacznie (wiecej szczegbtow
w podrozdziale 1.2). Jezeli ¢ = (¢1,...,p,) € OD,C") i py,..., 1, sa miarami
granicznymi dla @1, ..., ¢,, to zestawienie u = (1, ..., i) rOWniez bedziemy nazy-
wac miara graniczng odwzorowania . W podrozdziale 1.3 udowodnimy nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1.1.3. Niech D C C" bedzie wypuklym obszarem tubowym niezawie-
rajgcym afinicznych prostych zespolonych i niech ¢ : D — D bedzie odwzorowaniem
holomorficznym o mierze granicznej pu. Wtedy ¢ jest geodezyjng zespolong dla D
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie h € H™ takie, Ze

h#0
i dla kazdego z € D miara
Mh(X) o (RezdLT(\) — du(N))

jest niedodatnia.

Dodatkowo, okazuje si¢ ze odwzorowania h w Twierdzeniach 1.1.21 1.1.3 to w
istocie to samo odwzorowanie (Lemat 1.3.8). Miara A\ ()\) @ (Rez dLT(N\) — du(N)) z
powyzszego twierdzenia oznacza po prostu borelowska miare rzeczywista

Z A () (Re z; ALY () — dpi(N))
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na okregu jednostkowym T (wiecej szczegdtéw w podrozdziale 1.2).

Niech D, oznacza rodzine wypuklych obszaréw tubowych D C C" takich, ze
ReD C a+ (—00,0)" dla pewnego a € R™ oraz = + (—00,0)" C Re D dla kazdego
x € Re D. Obszary z rodziny D,, to dokladnie te, ktére pokrywaja (poprzez nakry-
cie (z1,...,2,) = (€*,...,€*)) obszary postaci G N{z #0,...,2, # 0}, przy G
bedacym ograniczonym, pseudowypuklym i pelnym obszarem Reinhardta w C". Je-
zeli obszar D nalezy do rodziny D,,, to oczywiscie nie zawiera afinicznych prostych
zespolonych. Korzystajac z Twierdzenia 1.1.3, podamy doktadny opis geodezyjnych
zespolonych dla obszaréw z rodziny D,, przy n > 2 (Twierdzenie 1.1.4).

Dla wypuktego obszaru tubowego D C C" i wektora v € R" zdefiniujmy

Pp(v) :={p€ReD: (x—p,v) <0 dla kazdego x € Re D}.

Dla kazdego v € R™ zbiér Pp(v) jest domknietym, wypuktym podzbiorem 0Re D
(moze tez by¢ pusty). Pewne wtasnosci zbioréw Pp(v) prezentuje Obserwacja 1.2.5.

Dla j € {1,...,n} oznaczmy przez 7; : C* — C"~! rzutowanie zaniedbujace j-ta
wspotrzedna, tj.

%j(Zl, . 7Zn> = (21, I PR 7 EE P ;Zn);

natomiast d, niech oznacza delte Diraca w punkcie a € T traktowana jako miara
zespolona na T.

Opis geodezyjnych w obszarach z rodziny D,, jest nastepujacy:

Twierdzenie 1.1.4. Niech D € D,, n > 2 i niech ¢ : D — C" bedzie odwzorowa-
niem holomorficznym o mierze granicznej . Wtedy

e(D) C D i jest geodezyjng zespolong dla obszaru D
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi co najmniej jeden z ponizZszych warunkow:
(1) o(D) C D oraz istnieje j € {1,...,n} takie, Ze T; o @ jest geodezyjng zespolong
dla obszaru 7;(D), lub
(ii) p jest dane wzorem
p=gdL" + (a16x,, ..., n0y,) (1.1.2)

dla pewnych ay,...,a, € (—00,0], Ai,....,. \p €T, g = (g1,.-.,9x) : T — R,
h=(hi,..., hy,) € HY takich, ze hy #0,..., h, #Z0,

Cklhl()\l) =...= Oénhn()\n> = O,
funkcje g1, ..., 9, sq@ calkowalne wzgledem miary Lebesque’a na T i zachodzg
warunk:
g(\) € Po(Ah(N) dla LT -pow. A€ T
oraz .
—u(T D.
5-H(T) € Re

Ponadto, jezeli ¢ jest geodezyjng zespolong dla D, a odwzorowanie h = (hy, ..., h,) €

HY jest jak w Twierdzeniu 1.1.5, to:

(a) jesli hy # 0,...,h, Z 0, to warunek (ii) zachodzi z g(A\) = Rep*(\) i z tym
wtasnie h, tzn. mozna dobrac¢ parametry aq, ..., an, Ai,..., A\, tak, zZeby z tymi
odwzorowaniami g, h spetnialy wszystkie warunki w (ii),
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(b) jesli liczba j € {1,...,n} jest taka, ze h; = 0, to warunek (i) zachodzi z tq
wtasnie liczbg 7.

Przez pu(T) rozumiemy tutaj punkt (u1(T), ..., ua(T)), gdzie (g1, ..., o) = .

Jezeli w Twierdzeniu 1.1.4 zachodzi przypadek (ii), to ze wzoru (1.1.2) wynika, ze
odwzorowanie g musi by¢ L -prawie wszedzie réwne Re ¢* (szczegdly w podrozdziale
1.2), a dla A € T warunek g(\) € Pp(Ah(N)) jest réwnowazny warunkowi

Re [Ah(X) e (z—¢*(N))] <0, z € D,

poniewaz Ah(A\) € R* dla A € T. W tej sytuacji mamy tez konkretng formute na
wspotrzedne @1, ..., ¢, odwzorowania ¢:
1 + A a; Aj+A
o) = 5 [ ER 0L 0 + 52 55 + itmgy(0), A €D,

Gdy zachodzi przypadek (i), bez dodatkowej wiedzy czesto nie jest mozliwe uzy-
skanie doktadnego wzoru na ¢ - uzyskujemy jedynie warunek, ze 709 jest geodezyjng
dla 7;(D), i zadnej innej informacji na temat zachowania sktadowej ¢; z wyjatkiem
tej, ze p(D) C D. Jest tak dlatego, ze - patrzac z drugiej strony - warunek, ze odwzo-
rowanie 7; o ¢ jest geodezyjng w 7;(D), sam w sobie wystarcza do tego, aby ¢ bylo
geodezyjna dla D, o ile tylko (D) C D. To, ktoéry z dwdch warunkéw w Twierdze-
niu 1.1.4 spetnia odwzorowanie holomorficzne ¢ : D — D bedace geodezyjna, zalezy
jedynie od odwzorowania h z Twierdzenia 1.1.3 znalezionego dla ¢ (cze¢sci (a), (b)
Twierdzenia 1.1.4); odnotujmy, ze h nie musi by¢ wyznaczone przez ¢ jednoznacznie
z doktadnoscia do mnozenia przez stalg rzeczywista.

Twierdzenie 1.1.4 daje nam metode na znajdowanie wszystkich geodezyjnych
zespolonych dla obszaréw z klasy D,. Majac dany obszar D € D, i geodezyjna
zespolona ¢ : D — D, mamy gotowy wzor na ¢, jezeli zachodzi przypadek (ii),
albo mozemy ”zejs¢” wymiar nizej, tj. do obszaru 7;(D) € D,_1, jezeli zachodzi
przypadek (i). Cata procedure koniczymy schodzac do wymiaru 1, gdzie geodezyjne
zespolone sa odwzorowaniami konforemnymi z dysku jednostkowego w poiptaszcezy-
zne i maja wiadoma posta¢. Odwzorowania h, przy pomocy ktérych wyznaczamy
wzory na geodezyjne zespolone w punkcie (ii), sa zadane jedynie przez parametry
1y...,¢p € (0,00), di,...,d, €D, natomiast zbiory Pp(v) sa jednoznacznie wyzna-
czone przez obszar D.

Dodatkowo, w podrozdziale 1.4 podamy szereg faktéow upraszczajacych opis z
Twierdzenia 1.1.4. Wykazemy na przyklad, ze jezeli brzeg bazy obszaru D nie zawiera
zadnej polprostej, to w Twierdzeniu 1.1.4 nie trzeba rozwazaé przypadku (i), tzn.
dowolna geodezyjna jest dana jawnym wzorem, jak w (ii). Méwi o tym Propozycja
1.4.2. Podamy tez pewne uproszczenia w przypadku dwuwymiarowym. Jezeli obszar
D nalezy do rodziny Dy, to dla czesci odwzorowan h € H? istnieje co najwyzej jedno
(z doktadnoscia do zbioru o zerowej mierze Lebesgue’a) odwzorowanie g : T — R2,
dla ktérego g(\) € Pp(Ah(N)) dla LT-p.w. A € T. W takiej sytuacji g jest oczywiscie
jednoznacznie wyznaczone przez h. Whasnosci te zostaty sformutowane w Propozycji
1.4.4 1 Uwadze 1.4.5.

Na zakonczenie rozwazan na temat geodezyjnych zespolonych w obszarach tubo-
wych podamy pewne zastosowanie wspomnianych wcze$niej wynikéw. Mianowicie, w
podrozdziale 1.6 uzyskamy postaé¢ (warunek konieczny) odwzorowan ekstremalnych
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wzgledem funkcji Lemperta i metryki Kobayashi’ego-Roydena w petnych, pseudowy-
puklych, ograniczonych obszarach Reinhardta w C2.

1.2. Podstawowe pojecia i definicje

W tym podrozdziale podamy podstawowe pojecia i przypomnimy pewne fakty
istotnie dla naszych dalszych rozwazan.

Rozdziat 1 tej pracy poswiecony jest gtéwnie badaniu geodezyjnych zespolonych
w pewnej klasie obszarow wypuktych. Z tego powodu, wystarczajaca dla naszych
rozwazan jest nastepujaca definicja geodezyjnej zespolonej:

Definicja 1.2.1. Niech D C C" bedzie obszarem wypuklym i niech ¢ € O(D, D).
Odwzorowanie ¢ nazywamy geodezyjng zespolong dla D, jezeli istnieje funkcja f €
O(D,D) taka, ze f o p =idp. W takiej sytuacji funkcje f nazywamy lewq odwrotng
dla .

Geodezyjne zespolone to doktadnie te odwzorowania holomorficzne ¢ : D — D,
ktore sg izometriami pomiedzy dyskiem jednostkowym D wyposazonym w odlegtosé
Poincaré’go a obszarem D wyposazonym w (pseudo)odlegtosé Carathéodory’ego. Je-
zeli obszar wypukly D jest typu taut, to pseudoodlegtoéé¢ Carathéodory’ego staje
sie odlegtoscia, i na mocy twierdzenia Lemperta przez dowolne dwa punkty obsza-
ru D przechodzi pewna geodezyjna zespolona. Jak wspomniano wczesniej, w klasie
obszarow wypuklych wlasnos$é bycia typu taut jest rownowazna temu, ze obszar nie
zawiera zadnej zespolonej prostej afiniczne;j.

Definicja 1.2.2. Obszar D C C" nazywamy obszarem tubowym, jezeli D = Q) +iR"
dla pewnego obszaru 2 C R". W takiej sytuacji {2 nazywamy bazg obszaru D i
oznaczamy przez Re D.

Ponizsza obserwacja przedstawia pewnego rodzaju rozktad wypuktych obszaréw
tubowych:

Obserwacja 1.2.3. Niech D C C" bedzie wypuklym obszarem tubowym. Wtedy ist-
niejq liczba k € {0,...,n}, wypukly obszar tubowy G C H* i zespolony izomorfizm
afiniczny ® = (®q,...,®,) : C* — C" takie, ze P(R") = R" oraz ®(D) = G x C"*.

Ponadto, odwzorowanie holomorficzne p : D — D jest geodezyjng zespolong dla
D wtedy i tylko wtedy, gdy (1, ..., Pr) o @ jest geodezyjng zespolong dla G.

Warunek ®(R") = R" w Obserwacji 1.2.3 pociaga za soba to, ze odwzorowanie
® przeksztatca obszary tubowe w obszary tubowe. Obserwacja 1.2.3 pozwala nam
zawezi¢ nasze rozwazania do wypuktych obszarow tubowych niezawierajacych afi-
nicznych prostych zespolonych. Ta ostatnia wtasnosé jest rownowazna temu, ze baza
obszaru D nie zawiera afinicznych prostych rzeczywistych, lub tez temu, ze obszar
jest typu taut. Jezeli D jest wypuktym obszarem tubowym niezawierajacym afinicz-
nych prostych zespolonych, to k = n i ®(D) C H". Ta ostatnia wlasno$¢ pociaga
za sobg istnienie prawie wszystkich granic radialnych dowolnego odwzorowania ho-
lomorficznego ¢ : D — D, a takze - jak sie przekonamy - istnienie miary granicznej
takiego odwzorowania.
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DowOD OBSERWACJI 1.2.3. Niech k bedzie takie, ze n — k jest maksymalnym
mozliwym wymiarem podprzestrzeni afinicznej zawartej w Re D. Mozemy zatozy¢,
ze ReD =V x R"* dla pewnego obszaru wypuklego 0 € V C R* niezawierajacego
afinicznych prostych rzeczywistych.

Wystarczy teraz udowodni¢ nastepujaca wlasnosc¢: istnieja wypukty obszar U C
(—00,0)F oraz izomorfizm afiniczny ¥ : R® — R" takie, ze ¥(V x R**) = U x
R"*. Bedziemy postepowaé podobnie jak w dowodzie [Bra-Sor, Propozycja 3.5].
Skonstruujemy indukcyjnie punkty pi,...,pr € OV i liniowo niezalezne wektory
vy, ..., v € R¥ takie, ze (x —p;,v;) < O0dlax € V,j=1,...,k Skoro 0 € V,
to istnieja punkt p; € OV i wektor vy takie, ze (x — py,v1) < 0 dla z € V. Zalbz-
my teraz, ze mamy juz zdefiniowane punkty pi,...,p; i liniowo niezalezne wektory
v1,...,v;, gdzie j € {1,...,k—1}. Skoro 0 € V i V nie zawiera prostych afinicznych,
to przecigcie OV N {vy,...,v;}* jest niepuste. Jako p; 11 wezmy jakikolwiek punkt
nalezacy do tego przeciecia, a jako v;1 wektor taki, ze (x—pji1,vj41) <0dlaz € V.
Jezeli liczby rzeczywiste aq, ..., a; 41 sg takie, ze vy + ... + aj11v541 = 0, to

0= (vr + ... + @j11Vj41, Pjv1) = 1 (Vip, Pjya),

wiec a1 = 0, a to wobec liniowej niezaleznosci wektoréw vy, ..., v; pocigga za sobg
ap = ... = o = 0. Zatem wektory vy, ..., v;41 sg liniowo niezalezne.
Skonstruowalidémy wiec pozadane punkty pq,...,pr 1 wektory vy, ..., v,. Niech

Y RY Sz ((x—pv1),..., (& — pr,v)) € R
oraz U := (V) C (—o0,0)*. Polézmy
V(a,y) = (¥(2).y), (v,y) € R xR*.

Jest to izomorfizm afiniczny R"™ speliajacy wymagane warunki. O

Teraz przypomnimy pewne fakty zwigzane z miarami zespolonymi na okregu jed-
nostkowym T. W tym rozdziale bedziemy rozwazaé¢ jedynie miary borelowskie, wiec
bedziemy na ogoét pomijacé stowo ,borelowskie”. Kazda skonczona borelowska miara
nieujemna na T jest regularna, tzn. miara dowolnego zbioru moze by¢ przybliza-
na przez miary jego zwartych podzbioréow i otwartych nadzbioréw. Podobnie, kazda
miara zespolona v na T jest regularna, tj. jej wahanie |v| jest miara regularna. Z twier-
dzenia Riesza wynika, ze miary zespolone na T moga by¢ utozsamione z ciggtymi
funkcjonatami liniowymi na przestrzeni funkcji ciagtych na T wyposazonej w norme
supremum; przestrzen te oznaczamy symbolem C(T). W tej pracy na ogédt bedziemy
pracowac z miarami rzeczywistymi. Przez miare rzeczywista rozumiemy miare zespo-
long przyjmujaca wytacznie wartosci rzeczywiste. W tym rozdziale bedziemy uzywali
klasycznego skrétu ,v-p.w.” na oznaczenie sentencji ,prawie wszedzie” lub ,prawie
wszystkie” wzgledem miary v. Samo wyrazenie ,prawie wszedzie” (bez podawania
miary) odnosi sie do miary Lebesgue’a na T, ktérg oznaczamy przez LT,

W tej pracy bedziemy w naturalny sposéb uzywaé klasycznych symboli e i (-, --)
takze dla miar i funkcji. Przykladowo, jezeli = (p1, ..., tn) jest zestawieniem n
miar zespolonych, a v = (v,...,v,) jest wektorem lub borelowskim odwzorowa-
niem T — C", to przez v e y rozumiemy miare » 7, v; du;, a przez (du,v) miarg
Z?Zl U; dpj, itp. Przez catke z funkcji wzgledem zestawienia miar g = (1, ..., fiy)
bedziemy rozumie¢ zestawienie catek z tej funkcji wzgledem miar puq, ..., t,, a samo
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1 bedziemy czasem traktowaé jako funkcje o wartosciach w C". Jezeli miara rzeczy-
wista v jest nieujemna (odpowiednio: niedodatnia, zerowa), to bedziemy zapisywali
ten fakt krotko jako v > 0 (odpowiednio: v < 0, v = 0).

Przyblizymy teraz pojecie miar granicznych odwzorowan holomorficznych, ktore
bedziemy intensywnie wykorzystywali w naszych rozwazaniach. Zdefiniujmy rodzine

M = {f,+ta: u jest borelowska miarg rzeczywista na T, a € R},

gdzie f, : D — C jest funkcja holomorficzng dang wzorem

1 A
=5 [ 5

Rozwijajac te funkcje w szereg Taylora o srodku w punkcie 0, otrzymujemy réwnosé

Fu) = g+ 3 [ autc), €. (12.2)

dp(C), A € D. (1.2.1)

W szczegdlnosci, ciag wspotezynnikow w tym rozwinieciu jest ograniczony, a to pocia-
ga za soba M C O(D), gdyz, przyktadowo, funkcja A — > 7 nA" jest holomorficzna
na D, a ciag jej wspélezynnikow jest nieograniczony. Z réwnosci (1.2.1) wynika, ze
jezeli miara rzeczywista p na T i funkcja f € O(D,C) sg takie, ze

112
27 Jp |C_)‘|2

to f € M, a p jest miara graniczng dla f. Wyrazenie po prawej stronie (1.2.3) to
oczywiscie czes$¢ rzeczywista prawej strony réwnosci (1.2.1).

Konsekwencja rozwiniecia (1.2.2) jest to, ze miara rzeczywista p jest jednoznacz-
nie wyznaczona przez funkcje f,. Rzeczywiscie, wspoétczynniki f, w rozwinigciu Tay-
lora w punkcie 0 wyznaczaja wartosci catek fT (" du(¢) dlan > 0, a te z kolei, wobec
zalozenia iz p jest miara rzeczywista, wyznaczaja wartosci tych catek dla wszystkich
n € Z. To z kolei jednoznacznie okresla funkcjonal C(T) > u +— fTud,u e C, ktory,
wobec twierdzenia Riesza, jednoznacznie wyznacza miare pu. W szczegoélnosci, kazda
funkcja f € M ma jedyny rozktad f = f, +ia i w rozkladzie tym zachodzi réwnos¢
a =Im f(0). W takiej sytuacji u jest nazywana miarg graniczng funkcji f.

Wiadome jest (np. [Koo, str. 10]), ze przy r — 1~ miary Re f,(rA\)dLT(N),
rozumiane jako ciagte funkcjonaty liniowe na C(T), zmierzaja *-stabo do miary p, tj.
dla kazdej funkeji u € C(T) zachodzi

Au(A)Ref“(rA)dLT(A) — /Tu()\)d,u()\), gdy r — 17,

Stad oraz z réwnosci (1.2.3) wynika nastepujacy fakt: jezeli f € M, to Ref > 0
na D wtedy i tylko wtedy, gdy miara graniczna funkcji f jest nieujemna. Z drugiej
strony, wiadome jest (np. [Koo, str. 5]), ze kazda funkcja f € O(D, C) o nieujemnej
czesci rzeczywistej nalezy do rodziny M.

Zauwazmy, ze jesli u jest miarg rzeczywista na T, to funkcja holomorficzna f o
mierze granicznej ;1 ma prawie wszystkie granice radialne, tzn. dla LT-prawie kazdej
A € T istnieje granica

Re f(\) = du(¢), A €D, (1.2.3)

f*(A\) = lim f(r)) € C.

r—1-
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Istotnie, rozktadajac g na cze$ci nieujemna i niedodatnia widzimy, ze wystarczy
rozwazy¢ jedynie przypadek, gdy p jest miara nieujemna i p # 0. W takiej sytuacji
obraz f lezy w poiplaszczyznie {¢ € C: Re( > 0}, wiec funkcja g := ; — nalezy do
rodziny (’)(]D) D). Stad wynika, ze dla £ -prawie kazdej A € T istnieje granica radialna
g*(\) € D. Ponadto, skoro g # 1, dla LT-p.w. A € T musi by¢ g*(\) € D\ {1}, a to

daje f(rA) — lfz*&;, gdy r — 1-.
Niech p bedzie miarg rzeczywista na T. Rozwazmy rozktad Lebesgue’a-Radona-

Nikodyma

p=gdL" + p,

miary p wzgledem LT, gdzie p, jest (jednoznacznie wyznaczona) miarg rzeczywista
na T, singularng wzgledem LT, a g : T — R jest funkcja calkowalng wzgledem
L' (jedyng z dokladnoécig do zbioru o zerowej mierze LT). Z twierdzenia Radona-
Nikodyma (zob. np. [Jar, Twierdzenie 6.9.2]) wynika, ze pochodna funkeji (0,27) >
t — pu({e”® s € 10,t)}) € R dla Lp.w. t € R istnieje i jest réwna g(e”) (w
szczegdlnoéei, gdyby miara p byta singularna wzgledem LT, to pochodna ta bytaby
L'-p.w. réwna 0). Fakt ten, wraz z twierdzeniem Fatou (zob. [Koo, str. 11]), daje
nastepujacy wniosek: jesli p jest miara graniczna funkcji f € M, to Re f*(\) = g()\)
dla L-p.w. A € T. W szczegdlnosci, funkcja Re f* jest catkowalna wzgledem LT, a
rozktad Lebesgue’a-Radona-Nikodyma miary g przyjmuje postaé

1 =Re fdC" + p,.

Jezeli funkcja holomorficzna f : D — C jest klasy H*, to nalezy do rodziny M,
jej miarg graniczng jest Re f*dL"', a funkcje A — f(r\) zmierzaja do f* w normie
L' wzgledem miary LT, gdy r — 1~ ([Koo, str. 35]). Taka sytuacja ma miejsce na
przyklad wtedy, gdy czesé rzeczywista funkeji f jest ograniczona ([Koo, str. 87]).
Jednakze, na ogdt miarg graniczna funkcji f € M nie jest Re f* dL" i wzér (1.2.3) nie
zachodzi dla f i miary Re f*dL". Przykladowo, dla f(\) = 53 mamy Re f*(\) =0
dla LT-p.w. A € T, ale u = 276;.

W dalszej czesci tego rozdziatu przez M"™ bedziemy oznaczac¢ rodzine wszystkich
odwzorowan holomorficznych ¢ = (¢1,...,¢,) : D — C™ takich, ze ¢1,..., @, € M.
Miarg graniczng odwzorowania ¢ € M"™ bedziemy nazywacé zestawienie miar pu =
(pe1, -, o), w ktérym pi; jest miarg graniczng funkeji ¢; dla j = 1,..., n. Zachodzi
wWzOr

o) = Py /11‘ g i ;dp(g“) +imp(0), A eD (1.2.4)

(jak pisalismy, catka wzgledem zestawienia miar u = (p,. . ., i) 0OzZnacza po prostu
zestawienie catek wzgledem pu1, ..., u1,). Podobnie jak poprzednio, ¢ ma LT-prawie
wszystkie granice radialne. Przez rozktad Lebesgue’a-Radona-Nikodyma zestawienia
= (g1, ..., 1y bedziemy rozumieé rozkltad

pw=TRep dL" + s,

gdzie ps = (fts1,-- - fhsn), & kazde ug; jest jedyna miara singularng wzgledem L7
spelniajaca rownosé

= Re QO* dLT + Hs,j-
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Jezeli odwzorowanie p € M"™ ma miare graniczng p, to ze wspomnianej *-stabej
zbieznos$ci miar wynika nastepujaca wtasnosé: jesli V' jest rzeczywista macierzg wy-
miaru m X n i b € R™, to odwzorowanie A — V - () + b nalezy do rodziny M™, a
jego miarg graniczng jest V - u + bdL". Z dotychczasowych rozwazan wynika takze,
iz rodzina O(D, H" ) zawiera si¢ w M".

Obserwacja 1.2.3 oraz uwagi poczynione w ostatnim akapicie pozwalaja nam
stwierdzi¢ nastepujacy wazny fakt:

Obserwacja 1.2.4. Niech D C C" bedzie wypuktym obszarem tubowym niezawie-
rajgcym afinicznych prostych zespolonych i niech ¢ € O(D, D). Wtedy ¢ nalezy do
rodziny M", czyli ma miare graniczng.

DowOD. Niech ® bedzie jak w Obserwacji 1.2.3. Odwzorowanie ® jest postaci
®(z) = V- z 4+ b dla pewnej macierzy odwracalnej V' i wektora b € C". Skoro
®(R™) = R", macierz V' i wektor b maja wszystkie wyrazy rzeczywiste. Potdézmy
P(A) ==V - p(A) +b. Mamy ®(D) C H", a wiec (D) C H", czyli odwzorowanie
¢ nalezy do rodziny M™. Niech g oznacza miare graniczng ¢. Zdefiniujmy p =
(1, ptn) == V=L (i — bdL"). Nietrudno sprawdzi¢, ze dla kazdego j = 1,...,n
rownosé (1.2.3) zachodzi dla funkcji ¢; i miary ;. O

Dla wypuktego obszaru tubowego D C C" i wektora v € R" zdefiniujmy
Pp(v) :={p€ReD: (x—p,v) <0 dla kazdego = € Re D}
oraz

Wp = {U €R": sup (z,v) < oo}.

x€Re D

Podstawowe wtasnosci zbioréw Pp(v) 1 Wp przedstawia nastepujaca obserwacja:

Obserwacja 1.2.5. Niech D C C" bedzie wypuktym obszarem tubowym i niech v €
R™. Wtedy:
(i) Pp(v) jest wypuktym i domknietym podzbiorem ORe D,
(i) jezeli p,q € Pp(v), to wektory p — q i v sq prostopadle,
(1) jezeli Pp(v) # &, tov € W,
(iv) Wp jest zbiorem wypuklym,
(v) jezeli (v,,)2_; € R™, v, = v, v # 0, p € Pp(vy,) 0raz py — p € Re D, to
pE PD (U)
(vi) jezeli D € D,,, to Wp C [0,00)" orazey,...,e, € Wp,
(vii) jezeli obszar Re D jest scisle wypukly, to zbior Pp(v) zawiera co najwyzej jeden
element.

Dowobp. Ad. (i). Wypuktosé zbioru Pp(v) jest oczywista. Jezeli (p,)n, C Pp(v)
oraz p, — p € ORe D, to dla = € Re D zachodzi (x — p,v) < 0. Ale ta nieréwnosé
jest w istocie silna dla x € Re D, bowiem odwzorowanie x — (x — p, v) jest otwarte.
Jego otwarto$¢ wynika z tego, ze Pp(v) # @, a wiec v # 0.

Ad. (ii). Jezeli p,q € Pp(v), to 1(p+ q) € Pp(v). Zatem, skoro p,q € Re D, to
(p—3(p+q),v) <0oraz (g — 5(p+q),v) <0, a to daje (p — ¢,v) = 0.

Ad. (iii), (iv), (vii). Dowody sa natychmiastowe.
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Ad. (v). Mamy (x—pp,, v) < 0dlaxz € Re D im € N, awigc (x—p,v) < 0. Skoro
v # 0, to odwzorowanie = — (z — p,v) jest otwarte, a wiec poprzednia nieréwnosé
jest silna dla kazdego x € Re D.

Ad. (vi). Jezeli v = (vq,...,v,) € Wp,todlax € ReD, t <0, j € {1,...,n}
mamy x + te; € ReD, a wiec (x + tej,v) < C dla pewnej stalej C' € R zaleznej
jedynie od v. W takim razie tv; < C' — (x,v). Jezeli v; < 0, to dazac z t to —oo
otrzymujemy sprzecznosc. 0

1.3. Warunki ré6wnowazne na geodezyjng zespolong

Ten podrozdzial zaczniemy od sformutowania i udowodnienia Lematéw 1.3.1 i
1.3.4, dajacych warunki konieczne i wystarczajace na to, aby odwzorowanie holo-
morficzne byto geodezyjna zespolona w wypuklym obszarze w C™ (niekoniecznie tu-
bowym). Jako wniosek ze wspomnianych lematéw uzyskamy Twierdzenie 1.1.2. Na-
stepnie podamy Lemat 1.3.8, ktory wraz z Twierdzeniem 1.1.2 da nam gtéwny wynik
w tym rozdziale, czyli Twierdzenie 1.1.3. Podrozdzial ten zakonczymy udowodnie-
niem dwéch Lematéw opisujacych wlasnosci czesci absolutnie cigglej i singularnej
w rozktadzie Lebesgue-Radona-Nikodyma miary granicznej geodezyjnej zespolonej
wzgledem miary £, ktére znajda zastosowanie w podrozdziale 1.4.

Zacznijmy od wprowadzenia rodziny funkcji (¢,).ccn € O(D, C), ktéra wykorzy-
stamy w Lematach 1.3.1, 1.3.4 i 1.3.8. Dla odwzorowan ¢, h € O(D,C") i punktu
z € C" zdefiniujmy funkcje ¢, € O(D, C) wzorem

ho(N) = 202 g () 4 BRSO o (2 (0)) + AR(0) 8 (z — (0)).  (1.3.1)
Funkcje v, mozna tez zapisa¢ w postaci:
6.(0) = h(A) e (z— (V) ; h(0) e (z —

Zachodzi nastepujaca wlasnosé: jezeli A € T jest taka, ze granice radialne odwzoro-
wania h i funkcji ¢ e h istnieja w punkcie A, to dla kazdego z € C" istnieje granica
radialna ¥}(\) i zachodzi réwnosé

Re () = Re [Ah*(A) o (z — (V)] , z € C". (1.3.3)
Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na to, iz
Pu(0)(0) = —h(0) & ¢'(0). (1.3.4)

Na og6t bedzie catkowicie jasne, dla jakich odwzorowan ¢, h rozwazamy funkcje
1., dlatego pozostaniemy przy krotkim oznaczeniu 1., nie wymieniajgc tych odwzo-
rowan w dodatkowych indeksach.

Lemat 1.3.1. Niech D C C" bedzie obszarem i niech ¢ € O(D, D). Zalozmy, zZe
istnieje odwzorowanie h € O(D, C") takie, ze
Re [1(0) e ¢'(0)] # 0
oraz zachodzi warunek
Rey,(A) <0, AeD,z € D,

gdzie ¥, sq zdefiniowane wzorem (1.3.1). Wtedy odwzorowanie ¢ ma lewg odwrotng
w obszarze D.
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Uwaga 1.3.2. Ustalmy ¢, h € O(D,C"), z € C". Nieréwnosé¢
Ret.(A) <0, A €D,

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa nast¢pujace dwa warunki:

(i) Re), jest ograniczona z gory,

(i) Reyr(\) <0dla LTp.w. A e T.
Jest to natychmiastowa konsekwencja zasady maksimum. Z réwnosci (1.3.3) wynika,
ze warunek w Lemacie 1.3.1 jodpowiada” warunkom (i), (ii) w Twierdzeniu 1.1.2.
Powodem, dla ktorego Lemat 1.3.1 sformutowany jest w inny sposob niz Twierdzenie
1.1.2, jest uniknigcie uzywania granic radialnych odwzorowania ¢, ktore moga nie
istnie¢. Z zalozenia, ze Re,(\) < 0 dla wszystkich A € D, z € D, wynika jedynie to,
ze istniejg LT-prawie wszystkie granice radialne odwzorowania h oraz funkcji ¢ o h.

Ich istnienie jest konsekwencjg istnienia granic radialnych odwzorowan 1., co z kolei
wynika z faktu, iz funkcje Re 1, sa ograniczone z gory na D.

Uwaga 1.3.3. Chociaz Lemat 1.3.1 zachodzi dla wszystkich obszaréw D C C", a
nie tylko dla wypuktych, to i tak nie wykracza on daleko poza przypadek obszaru
wypuktego. Okazuje sie bowiem, ze jezeli D C C" jest dowolnym obszarem, a od-
wzorowania ¢ i h spelniaja zalozenia Lematu 1.3.1 dla obszaru D, to spetniaja one
zalozenia tego lematu takze dla obszaru conv D. Korzystajac z lematu dla tego wigk-
szego obszaru, otrzymamy tak na prawde lewa odwrotng dla ¢ nalezaca do rodziny
O(conv D, D). Obserwacja ta jest konsekwencja nastepujacej, tatwej do sprawdzenia
rOWnosci:
¢a1z1+...+anzn = 041770;;1 +.o+ O_/NQ/JZH,
zachodzacej dla zq,...,2, € D, aq,...,a, € [0, 1] takich, ze oy + ... 4+ «a,, = 1.

Dowodzac Lemat 1.3.1 bedziemy nasladowali dowéd Lematu 8.2.2 w [Jar-Pfl].
Wspomniany lemat jest podobny do naszego, ale dziata dla obszaréw ograniczonych
i jest nieco inaczej sformutowany. W dowodzie Lematu 8.2.2 w [Jar-Pfl] kilkakrotnie
wykorzystywana jest pewna wersja zasady maksimum dla funkcji harmonicznych,
ktora przestaje dziatac¢, gdy opuscimy zatozenie o ograniczonosci obszaru D. Przyjete
w Lemacie 1.3.1 zalozenie, ze Re),(A\) < 0, pozwala nam ominaé ten problem i
argumentowaé jak w dowodzie Lematu 8.2.2. w [Jar-Pfl].

DowOD LEMATU 1.3.1. Dla € > 0 zdefiniujmy
Oc(z,0) = (z—¢(N)eh(A) —er, z€C" A eD,

1
U (z,\) = Xfl)e(z,)\), z e C" A\ eD,.

Funkcja W.(p(0), ) przedtuza si¢ holomorficznie przez 0. Zachodzi réwnosé
\I/E(QO<O), )‘> = 77Z)Lp(0)()\) -6 AE ]D), €>0,
a z niej wynika, ze
Re W (p(0),A) <0, AeD,e>0. (1.3.5)

Ponadto, skoro Re,0)(0) = —Re [h(0) ® ¢'(0)] # 0 i Retpy) < 0, to Retpy) < 0
na . W konsekwencji,
Re Uy(p(0),\) <0, A € D. (1.3.6)
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Z nieréwnosci (1.3.5) i (1.3.6) wynika, ze dla dowolnego € > 0 jedynym pierwiastkiem
funkeji holomorficznej ®.(¢(0), -) lezacym w I jest 0, 1 jest to pierwiastek pojedynczy.
Zatozmy chwilowo, ze

istnieje f € O(D,D) takie, ze ®o(z, f(2)) =0, z € D. (1.3.7)

Pokazemy, ze f jest lewa odwrotna dla ¢. Mamy f(p(0)) = 0, poniewaz 0 jest
jedynym pierwiastkiem funkcji ®o((0), ) w D. Pot6zmy

)
Iy = {(z f(2): 2z € D},
Iy = {(p(A),N): A eD}.

Oczywicie ', Ty C ®5'(0). Mamy ®y((0),0) = 0, a z nieréwnosci (1.3.6) wynika,
ze %(gp(@), 0) = Uy(p(0),0) # 0. Na mocy twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym,
istnieje otwarte otoczenie U C D x D punktu (¢(0),0) takie, ze zbiér U N & (0)
jest wykresem pewnej funkcji holomorficznej zmiennej z, zdefiniowanej w otoczeniu
punktu ¢(0) i przyjmujacej w tym punkcie wartosé 0. Zmniejszajac w razie koniecz-
nosci zbiér U, uzyskujemy réwnosé U N ®;*(0) = U N Ty, poniewaz (¢(0),0) € T'.
Stad wynika inkluzja U N Ty C U N Ty, ktéra daje (¢(A),\) € UNT; dla A bliskich
0. A wiec f(¢(X)) = A dla A bliskich 0, i w konsekwencji, na catym dysku D.

Pozostaje wykaza¢ (1.3.7), a w tym celu wystarczy udowodnié, ze
dla kazdego € > 0 istnieje f. € O(D, D) takie, ze ®(z, f(2)) =0, z € D. (1.3.8)

Rzeczywiscie, na mocy Twierdzenia Montela znajdziemy ciag (fe,)r (ex — 0, gdy
k — o0) zbiezny do pewnej funkcji holomorficznej f : D — C. Skoro 0 jedynym
pierwiastkiem funkcji ®.(©(0),-), mamy f.(p(0)) = 0, a wiec f(D) C D, co daje
(1.3.7).

Warunek (1.3.8) wynika z nastepujacej obserwacji:

dla dowolnych € > 01 K CC D istnieje r € (0, 1) takie, ze
ReW.(z,\) <0dlaze K|\l €[r,1).

Rzeczywiscie, zatézmy ze zachodzi (1.3.9) i ustalmy € > 0. Wezmy z € D i niech
r = r(e, z) bedzie jak wyzej, dobrane do zbioru K = {z}. Funkcja ®.(z,-) nie ma
pierwiastkéw w zbiorze D \ rD, gdyz Re ¥.(z,\) < 0 dla |A| € [r,1). Ponadto,

1 % (2, \) 1 Phe(z, )
Tl B A EY d\=1+ " /ﬂl‘ RN d\ =1 (1.3.10)
Ostatnia catka to indeks krzywej s — W (2, re”®) w punkcie 0, réwny 0 wobec (1.3.9).
Stad wynika, ze ®.(z,-) ma tylko jeden pierwiastek w D (liczac z krotnosciami).
Oznaczmy ten pierwiastek przez f.(z). Daje nam to funkcje f. : D — D taka, ze
O (z, fo(z)) = 0. Pokazemy, ze jest ona holomorficzna.

Ustalmy K CC D i niech r = r(e, K) bedzie jak w (1.3.9). Jak poprzednio,
funkcja ®.(z,-) nie ma pierwiastkéw w zbiorze D \ rD dla z € K, wiec f.(K) C rD.
Skoro f.(z) jest jedynym pierwiastkiem ®.(z,-) i nalezy do rID, zachodzi wzér

(1.3.9)

1 9% (2, \)
(2)=— [ X224 K 1.3.11

z ktorego wynika, ze f. jest holomorficzna w int K. Skoro K byt dowolny, otrzymu-
jemy f. € O(D,D).



1.3. WARUNKI ROWNOWAZNE NA GEODEZYJNA ZESPOLONA 18

Pozostaje jeszcze wykazaé (1.3.9). Ustalmy € > 0 i zbiéor K CC D. Dla z € K i
A € D, zachodzi

Re VU (z,A) = Re.(\) + Re %h(O) o (z—¢(0)) —Ah(0) e (z—¢(0))| —e.

Drugi sktadnik wyrazenia po prawej stronie zmierza jednostajnie na K (jako ciag
funkeji zmiennej z) do zera, gdy |A|] — 1, a pierwszy skladnik jest niedodatni. To
daje (1.3.9) i konczy dowdd. O

Dla obszaréw wypuktych Lemat 1.3.1 mozna odwroci¢, otrzymujac warunek ko-
nieczny na geodezyjna zespolona. Méwi o tym Lemat 1.3.4. Wraz z Lematem 1.3.1
daje on warunek réwnowazny na to, aby odwzorowanie holomorficzne byto geodezyj-
na zespolong w wypuktym obszarze w C".

Lemat 1.3.4. Niech D C C™ bedzie obszarem wypuktym, niech ¢ € O(D, D) bedzie
geodezyjng zespolong dla D i niech f € O(D,D) bedzie lewg odwrotng dla ¢. Poléimy

W) = (g—gw», . 3—;@@») AeD,
Wted:
' Re [h(0) » £/(0)] # 0
o Revy,(A\) <0, Ae D,z € D,

gdzie v, sq zdefiniowane wzorem (1.3.1).

Przed przystapieniem do dowodu Lematu 1.3.4, przypomnijmy nastepujacy fakt
(patrz np. [Aba89], Lemat 1.2.4):

Lemat 1.3.5. Jezeli f € O(D,D), to zachodzi nieréwnosé

- [fI[ S 1= [f(0)]

> , AeD.
L—[Al = 1+ [f(0)]

DowOD LEMATU 1.3.4. Rézniczkujac stronami réwnos$é f(p(N)) = A otrzymu-

Jemy
h(A) e’ (\) =1, A eD. (1.3.12)
W szczegdlnosci,
Re [A(0) e ¢'(0)] # 0.
Dla z € D, t € [0,1] polézmy
fea(N) = f((L = t)p(A) +t2), A €D.

Zachodzi f,; € O(D,D) oraz f,o(\) = A. Nietrudno sprawdzi¢, ze

d| f.:(N)]? _
AV ctli ) =2Re [AR(X) o (z— V)], AeD,z € D. (1.3.13)
t=0
7, drugiej strony, na mocy Lematu 1.3.5, mamy
2|f.+(0
[F2e(M = Al < Mu —|Al), AeD,z € D.

1 + ‘fz,t(0)|
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Stad
s = oW 1fetP = AP o WarWI =M AL O] )y
t t = t = 14| f.(0)] '
Dazac z t to 0, dostajemy
AL <a- | L] | <40 1) s G- o)l (1319
dt t=0 dt |

Podsumowujac, z (1.3.13) i (1.3.14) wynika nastepujaca nieréwnosé:
Re [AR(X) e (2 — p(N)] <2(1—|A])|R(0) 8 (2 — ¢(0))], A €D,z € D.
Dzielac ja przez |A|?, otrzymujemy

BN e (z— )] 1=
fte { X e

] <2 7(0) e (z — p(0)], A€ D,z € D.  (1.3.15)

Ustalmy z € D. Wobec nieréwnosci powyzszej i réwnosci (1.3.2), funkcja Re,
jest ograniczona z gory na zbiorze D \ %}D). Z zasady maksimum wynika wiec, ze
jest ona ograniczona z géry na ID. W szczegdlnodci, istniejg LT -prawie wszystkie jej
granice radialne i, wobec (1.3.2) i (1.3.15), dla LT-p.w. X € T spekniaja

Re (M) <0.
Wobec zasady maksimum, Re,(A) < 0 dla A € D. Dowdd jest zakoriczony. d

Przystapimy teraz do dowodu Twierdzenia 1.1.2. Istotng role odegraja w nim
wykazane wtasnie Lematy 1.3.11 1.3.4.

DowOD TWIERDZENIA 1.1.2. Zalézmy, ze ¢ jest geodezyjng zespolong dla D.
Niech f € O(D,D) bedzie lewa odwrotng dla . Pot6zmy

of of
= N D
B = (HLEW) g (o)) A€ D
i oznaczmy h = (hy,..., hy,). Pokazemy, ze h € H™ i spelnione sa warunki (i), (ii) z

Twierdzenia 1.1.2. Z Lematu 1.3.4 wynika, ze Re ¢, (0) = —Re [h(0) ® ©'(0)] # 0,
h # 0 oraz
Rey.(A) <0, AeD,ze€ D.
W szczegolnosci, Rey,0)(A) < 0 dla A € D, co daje punkt (ii).
Ustalmy A € D, oraz j € {1,...,n}. Skoro ¢(0) +ise; € D dla s € R, to funkcja
R > 5 = Rety)tise;(A) € R przyjmuje tylko wartosci niedodatnie. Z formuty
(1.3.1) wynika wiec, ze funkcja

A

jest ograniczona z gory. W konsekwencji,

RS s sRe {1 (hy(A) = hy(0)) — z')\hj(())} cR

Re {% (hy(A) — hy(0)) — MW} —0, AeD..
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Funkcja w nawiasach kwadratowych jest holomorficzna na D, a wiec musi by¢ ona
tozsamosciowo réwna tb; dla pewnej statej rzeczywistej b,;. Stad wynika, ze

hij(A) = hi(0)A% + b\ + h;(0), A €D,

a wiec h € H™.

Skoro obszar tubowy D nie zawiera afinicznych prostych zespolonych, to istnieja
prawie wszystkie granice radialne ¢. Jezeli A € T jest taka, ze ¢*(\) istnieje, to na
mocy (1.3.3) zachodzi nieréwnosé

Re [Ah(X) e (z —¢*(N)] <0, z € D.
To oznacza, ze odwzorowanie
C" >z Re [A(N) e (z — p*(N))] €R

przyjmuje na D jedynie wartosci niedodatnie. Jezeli dodatkowo h(\) # 0, to odwzo-
rowanie powyzsze, jako R-afiniczne i niestate, jest otwarte, a wiec w istocie przyjmuje
na D wartosci ujemne. W ten sposéb wykazalisSmy punkt (i) i zakonczyliémy dowdd
pierwszej czesci twierdzenia.

Zatozmy teraz, ze ¢ € O(D, D), h € H™ sa spelniaja warunki (i), (ii). Postugujac
sie Lematem 1.3.1 pokazemy, ze ¢ jest geodezyjna zespolona dla D. Prawie wszystkie
wartosci radialne ¢ istnieja, sktadowe odwzorowania h sa wielomianami, a z réwnosci
(1.3.3) wynika, ze

Re v (\) < 0 dla wszystkich z € Di L™p.w. A € T.

Z warunku (ii) wynika, ze dla kazdego z € D funkcja Ret, jest ograniczona z
gory na . Korzystajac z powyzszej nierownosci i z zasady maksimum, otrzymujemy
Re.(N) < 0 dla wszystkich z € D, A € D, a wiec spelnione sg zalozenia Lematu
1.3.1, a wiec ¢ jest geodezyjna zespolona dla D.

Ostatnia czes¢ Twierdzenia 1.1.2 jest natychmiastowa konsekwencja zasady mak-
simum. Jezeli obszar D ma ograniczong baze, to cze$¢ rzeczywista odwzorowania
jest ograniczona, a wiec samo ¢ jest klasy H'. Skoro h jest ograniczone na D, to
funkcja A — h(\) e M jest klasy H', a wiec warunek (ii) wynika z zasady
maksimum i warunku (i) dla z = ¢(0). O

Uwaga 1.3.6. Sam warunek (i) w Twierdzeniu 1.1.2 na ogdt nie wystarcza do tego,
aby ¢ byto geodezyjna zespolona dla D. Na przyktad, wezmy D = H_ i p(\) = izf}
Nietrudno sprawdzié, ze ¢ spetnia (i) dla h(A\) = A, ale oczywiscie nie jest geodezyjna
zespolona dla D i nie spelnia (ii). Warunek (ii) nie wynika z zasady maksimum
i warunku (i) dla z = ¢(0), poniewaz funkcja harmoniczna w (ii) nie musi by¢

ograniczona z gory.

Uwaga 1.3.7. Z dowodu Twierdzenia 1.1.2 wynika, ze jezeli ¢ jest geodezyjna ze-
spolong dla D, to:

(i) warunek (i) z tego twierdzenia zachodzi tak na prawde dla kazdego z € D i
kazdej A € T takiej, ze h(\) # 0, a granica radialna ¢*(\) istnieje,
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(ii) jesli f € O(D,D) jest lewa odwrotna dla ¢, to odwzorowanie h : D — C”
zdefiniowane wzorem

W) = (g—;‘w), . g—iw))) AeD,

nalezy do rodziny H" i spelnia wszystkie warunki z Twierdzenia 1.1.2. Do-
datkowo, w tej sytuacji sam warunek h € H"™ mozna natychmiast otrzymac z
ogolniejszego twierdzenia - patrz [Edi-Zwo, Twierdzenie 3].
Odnotujmy jeszcze, ze warunek (i) z Twierdzenia 1.1.2 jest réwnowazny warunkowi
Rep*(\) € Pp(Ah(N)) dla L-p.w. A € T,
poniewaz Ah()\) € R™ dla A € T.

Lemat 1.3.8. Niech D C C" bedzie wypuktym obszarem tubowym niezawierajgcym
afinicznych prostych zespolonych, niech ¢ : D — D bedzie odwzorowaniem holomor-
ficznym o mierze granicznej i, i niech h € H", h #£ 0. Wtedy

miara Ah(X\) e (Re zdL"(\) — du(N)) jest niedodatnia dla kaidego = € D (m)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzq ponizsze dwa warunki:
(i) Re [Ah(X) @ (z — ¢*(N))] <0 dla wszystkich z € D i LT-p.w. A€ T,
(7i) Re [h()\) ) M} < 0 dla kazdego X\ € D,.

Wszystkie miary w warunku (m) sa regularne i rzeczywiste. Natychmiastowym
wnioskiem z powyzszego lematu i Twierdzenia 1.1.2 jest gtéwny wynik w tym roz-
dziale, tj. Twierdzenie 1.1.3.

DoOwOD LEMATU 1.3.8. Przypomnijmy, ze granice radialne ¢ istnieja £%-p.w.
na T, a jezeli A € T jest taka, ze ¢*(\) istnieje, to dla kazdego z € D istnieje 1*(\)
i zachodzi réwnosé (1.3.3), tj.

Reyi(A) =Re [Ar(N) o (z — ¢*(N))], z € D.
Na poczatku pokazemy, ze koniunkcja (i) A (ii) jest rownowazna warunkowi:
Re,(N\) < 0 dla wszystkich A € D, z € D. (1.3.16)

Istotnie, jezeli zachodza (i) oraz (ii), to kazde Re ), jest ograniczone z géry na D
i LT-p.w. na T mamy Re? < 0, a stad, na mocy zasady maksimum, otrzymujemy
warunek (1.3.16).

Z drugiej strony, jezeli zachodzi (1.3.16), to dla kazdej A € T \ A71(0), dla ktérej
©*()\) istnieje, odwzorowanie

C" >z Re [A(N) @ (z —p*(N\))] €R

jest otwarte (jako R-afiniczne i niestale) i przyjmuje jedynie wartosci niedodatnie na
zbiorze D. To oznacza, ze w rzeczywistosci przyjmuje ono na D wartosci ujemne, co
daje (i). Natomiast warunek (ii) wynika z tego, ze Re 1),y < 0 na ID oraz, wobec (i),
Re @b;(o) < 0 prawie wszedzie na T.

Niech v, oznacza miare w warunku (m), to znaczy

v, = Mi()\) e (RezdL"(\) — du(N)).
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Wykazemy, ze formuta (1.2.3) zachodzi dla funkcji ¢, i miar v, tj.

1 — AP

To zakonczy dowod Lematu 1.3.8. Rzeczyvvlsme, jezeli réwnosé (1.3.17) jest praw-
dziwa, to ¥, € M, a v, jest miara graniczna dla v,, co z kolei oznacza, ze warunki
(1.3.16) i (m) sa réwnowazne.

Ustalmy z € D i poléZmy

dv.(¢), e D,z € D. (1.3.17)

vor = Ab(A) e (Rep(0)dL™(N) — du(N)),
Vig = Re[ (R(A) = 1(0)) ® (2 — ©(0))] AL ()
v.3 = Re [Ar(0)e (2 —¢(0))] dLT(N).

¢z,1(A) _ <P(0);<P(>\) o h(N),
Vo) = M e (2 - 0(0)),
V:3(A) = Ah(0) e (z—(0)).

Funkcje ¢, 1, ¥, 2, ¥, 3 sa holomorficzne na D, a miary v, i, v, 2, V. 3 sa rzeczywiste.
Z formutly (1.3.1) wynika, ze zachodzi réwnosé

wz - 77ij,1 + ,Ivbz,Q + ,lvbz,?n
natomiast z faktu, ze Ah(A\) € R" dla A € T, wynika iz

Vy,="Vz1 + Vz2 + V3.

Aby wykaza¢ rownosé (1.3.17) i zakonczyé¢ tym samym dowdd lematu, wystarczy
udowodni¢, ze sktadniki obu powyzszych sum ,odpowiadaja” sobie, to jest, ze dla
k =1, 2,3 zachodzi réwnos¢

1 [1- AP

Re wZ,k()\> = % ; mdyz’k(<>, A e D. (1318)

Skoro

vz = Re [MO5H0 o (2 = (0))] dL™()

oraz

Vs = Re |AR(0) @ (= — 9(0)]| dLT(N),

to na mocy klasycznego wzoru Poissona dla funkcji harmonicznych w otoczeniu D,
rownosé (1.3.18) zachodzi dla k = 2, 3. Pozostala do wykazania réwnosé dla k = 1.

Skorzystamy z nastepujacej ogblnej wlasnosci: jesli u € C(T), o, o, (r € (0,1)) sa
zespolonymi miarami borelowskimi na T takimi, ze o, zmierzaja *-stabo do o przy
r — 17, to miary udo, zmierzaja *-stabo do udo.

Oznaczmy ¢ = (©1,...,¢n), & = (p1,---,ftn) 1 b = (hy,...,hy). Skoro dla
j=1,...,n miary Rep;(rA\)dLT()\) zmierzaja *-stabo do j;, a funkcja A — Ah;(\)
jest ciagta na T, to miary Ah;(A)Rep;(rA\)dLT()\) zmierzaja do Ah;(N)du;()). To
daje *-stabg zbieznosé

Mj(MRe (05(0) = @;(rA))dLT (A) — Ahi(A)(Re ;(0)dLT () — dpj(N)).
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Sumujac po j = 1,...,n i korzystajac z tego, ze Ahj()\) € R, otrzymujemy
lim Re [M . h()\)} AL\ = v, ;.

r—1- A

Dla r € (0,1) funkcja A — Re [M o h()\)] jest harmoniczna w otoczeniu D.
Na mocy klasycznego wzoru Poissona, dla ustalonej A € D mamy

_ 1 1— AP _
#(0)—p(rA) - #(0)=¢(r0) T
Re [ : oh()\)] =5 Lieopke [ : .h(g)] AL (C).
Zmierzajac z v do 1 otrzymujemy réownosé (1.3.18) dla k& = 1. Dowdd lematu jest
zakonczony. O

Udowodnimy teraz dwa lematy, ktore znajda zastosowanie zarowno w dowodzie
Twierdzenia 1.1.4, jak i przy wyznaczaniu wzoréw na geodezyjne w pewnych obsza-
rach nienalezacych do rodziny D,,. Lematy opisujg wtasnosci czesci absolutnie cigglej
i singularnej w rozktadzie Lebesgue’a-Radona-Nikodyma miary p wzgledem miary

LT

Lemat 1.3.9. Niech D C C" bedzie wypuktym obszarem tubowym niezawierajgcym
afinicznych prostych zespolonych, h € H", h # 0, niech ¢ : D — D bedzie odwzoro-
wanitem holomorficznym o mierze granicznej i, a
p=TRep dL" + pu,
niech bedzie rozktadem Lebesque’a-Radona-Nikodyma miary p wzgledem miary L£F.
Wtedy
miara Ah()\)  (RezdL™(\) — du(N)) jest niedodatnia dla kaidego z € D (m)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzq poniisze dwa warunki:

(i) Re [Ah(X) @ (z — ¢*(N))] <0 dla wszystkich z € D i LT-p.w. X €T,

(i) Ah(X) ® dug(N\) jest miarg nieujemng na T.

DowOD. Niech pis = (fs1,- .-, fsn). Z wlasnosci rozktadu Lebesgue’a-Radona-
Nikodyma wiemy, ze istnieje zbior borelowski S C T taki, ze
LE(S) =0, [uen|(T\S) = ... = el (T\ S) = 0.
Zachodza réwnosci
xsdL' =0, XT\S dC" = L%, xsdp = ps, xm\s die = Re ¢* dc”. (1.3.19)

Dla z € D oznaczmy
v, = M()\) @ (RezdL"(\) — du(N)).
Mamy v, = xm\s dv; + xs dv, a z (1.3.19) wynika, Ze
x1\s dv: = Ah(\) @ (Rez — Re p*(\)) dLT(N) (1.3.20)
oraz
X5 dv, = —Ah()\) @ dpg(N). (1.3.21)
Jezeli zachodzi warunek (m), tj. v, jest miara niedodatnia dla kazdego z € D, to
(i) wynika z Lematu 1.3.8, a (ii) z réwnosci (1.3.21). Jezeli za$ spelnione sa warunki
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(i) oraz (ii), to z (1.3.20) i (1.3.21) wynika, ze dla kazdego z € D miary xmgdv, i
Xs dv, sa niedodatnie, a wiec miara v, takze. 0

Lemat 1.3.10. Niech D C C" bedzie wypukiym obszarem tubowym niezawierajgcym
afinicznych prostych zespolonych, niech ¢ : D — D bedzie odwzorowaniem holomor-
ficznym o mierze granicznej p, a

w=TRep* dL" + 1,

niech bedzie rozkladem Lebesgue’a-Radona-Nikodyma miary p wzgledem miary LT
Wtedy dla kazdego w € Wp miara pus ® w jest niedodatnia.

DowoD. Niech zbiér borelowski S C T bedzie taki, ze zachodzi (1.3.19). Jezeli
v € Wp, to dla pewnej statej C' € R jest (x,v) < C, gdy € Re D. W szczegblnosci,
(Rep(N),v) < C dla A € D, a to pociaga za soba nastepujaca nieréwnos¢ dla miar:

(Rep(rA)dL(\),v) < CdL", r € (0,1).
Przechodzac z r do 1 otrzymujemy
(dp, vy < CdL".
To oznacza, ze
(xs dp,v) < CxsdL",
a stad iz (1.3.19) mamy
s ov < 0.

Jezeli w jest takie jak w zalozeniach, to istnieje ciag (v,), zbiezny do w i taki,
7€ SUPyepep(T,vn) < oo dla kazdego n. Miara p, ® w jest *-slaba granicag miar
niedodatnich s e v,, a wiec takze jest niedodatnia. 0

1.4. Geodezyjne w specjalnych klasach obszaréw tubowych

W tym podrozdziale udowodnimy Twierdzenie 1.1.4 i podamy kilka faktow, ktore
w pewnych szczegélnych przypadkach pozwalaja uprosci¢ opis geodezyjnych zespo-
lonych z tego twierdzenia.

Na poczatku zwroé¢my uwage na kilka uzytecznych faktow:

Uwaga 1.4.1. Niech D C C" bedzie wypuklym obszarem tubowym niezawieraja-
cym afinicznych prostych zespolonych i niech ¢ : D — D bedzie odwzorowaniem
holomorficznym o mierze granicznej .

(i) Jezeli ¢ jest geodezyjna zespolona dla D, to odwzorowania h w Twierdzeniach
1.1.2i 1.1.3 oraz Lematach 1.3.8 i 1.3.9 to w istocie to samo odwzorowanie.

(ii) Jezeli ¢ jest geodezyjna zespolona dla D, a h € H™ jest takie jak w Twierdzeniu
1.1.3, to warunek

Re [AR(X) @ (z — ¢*(\))] < 0 dla wszystkich z € D i L'-p.w. A€ T,
wobec faktu, ze Ah(A) € R™ dla A € T, jest réwnowazny warunkowi
Re p*(\) € Pp(Ah(N)) dla L -p.w. A € T.
W szczegdlnosci oznacza to, ze
Pp(Ah(N)) # @ dla Lp.w. A € T.
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W sytuacji, gdy obszar D nalezy do rodziny D,,, wobec Obserwacji 1.2.5 (iii)
i (vi) oraz ciagloéci h, mamy Ah;(A) > 0 dla wszystkich A € T, j = 1,...,n
Wtedy tez Ahj(A) > 0 dla p.w. A € T, o ile h; # 0, a to oznacza, ze bedziemy
mogli stosowaé do funkcji hq, ..., h, rozumowanie przedstawione w punkcie (v)
niniejszej uwagi.
(iii) Jezeli dla pewnych p,v € R"™ zachodzi nieréwnosé
(Rez —p,v) <0, z€ D,

to w oczywisty sposéb mamy (Re p(A)—p, v) < 0 dla wszystkich A € D. Z faktu,
7e i jest *-staba granica miar Re o(rA\)dLT(\) wynika, Zze podobna nieréwnosé
zachodzi dla miary granicznej odwzorowania ¢, a doktadniej:

(i — pdL",v) jest miarg niedodatnia na T.
(iv) Niech v bedzie nieujemna miara borelowska na T, a u : T — [0,00) funkcja

ciagla taka, ze v 1({0}) = {A\1,..., A\n} dla pewnych A;,..., A\, € T. Jezeli
miara u dv jest miara zerowsa, to

m
V= g a0,
=1

dla pewnych aq, ..., a, > 0.

(v) Jezeli h : D — C jest funkcja holomorficzna klasy H! taka, ze Ah*(A) > 0 dla
p.w. A € T, to na mocy [Jar-Pfl, Lemat 8.4.6] mamy h(\) = c¢(\ — d)(1 — d\)
dla pewnych ¢ > 0, d € D, co z kolei daje

M(A) =N —d]*, A€ T.
W szczegdlnosci, jezeli ¢ > 0, to funkcja h ma co najwyzej jedno zero na T (li-
czac bez wielokrotnosci). W takiej sytuacji, jezeli v jest skoiiczona, borelowska,
niedodatnig miara na T taka, ze Ah(\)dv(A) jest miara zerowa na T, to
v = ady,
dla pewnych a < 0, \y € T takich, ze
ah(/\g) =0

(bierzemy Ao = d jezeli d € T, a w przeciwnym razie v jest miara zerowa, wiec
a =01\ dowolne).

(vi) Jezeli X C R" jest zbiorem domknietym i wypuktym, v jest borelowska miara
probabilistyczna na T, a odwzorowanie f = (f1,..., fn) : T — R™ jest borelow-
skie i takie, ze fi,..., f, sa calkowalne wzgledem miary v oraz f(\) € X dla
v-pw. AeT, to [, fdveX.

Przejdziemy teraz do dowodu Twierdzenia 1.1.4.

DowOD TWIERDZENIA 1.1.4. Niech ¢ : D — D bedzie geodezyjng zespolong
dla D. Wezmy h = (hy, ..., h,) € H" takie, jak w Twierdzeniu 1.1.3. Pokazemy, ze
speliony jest jeden z warunkow (i), (ii).

Zalézmy, ze istnieje j takie, ze h; = 0. Wtedy odwzorowanie 7; o ¢ spelnia
warunek z Twierdzenia 1.1.3 dla obszaru tubowego 7;(D) € D,_; z odwzorowaniem
b= 7j o h polozonym w miejsce h. Istotnie, wobec h # 0 i h; = 0 mamy h Z0, a
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miarg graniczng dla odwzorowania 7; o ¢ jest [ := (f1, ..., fj—1, fbj+1, - - -, fn). Dla
z € D zachodzi

Mi(N) @ (Re7;(2) dLT(N) — dfi(\)) = Ah(A) @ (Re zdLT(A) — du(X)) < 0.

Zatem T; o ¢ jest geodezyjna zespolong dla obszaru 7;(D), a wiec spelniony jest
warunek (i).
Zatézmy teraz, ze hy Z0, ..., h, Z 0. Niech
pw=Reg*dC" + p,
bedzie rozktadem Lebesgue’a-Radona-Nikodyma miary p wzgledem miary Lebes-
gue’a na T. Oznaczmy fis = (fs1,- - -5 fhsn)-
Skoro D € D,, to ey,...,e, € Wp, a wiec na mocy Lematu 1.3.10 miary

[s1;- - Hsn s niedodatnie. Z Uwagi 1.4.1 (ii) wiemy, ze dla wszystkich A € T
jest Ahj(A) >0, a wiec

)\h]()\) dﬂs,j()\) < O, j = 1,...,7’l, (141)
1 w szczegolnosci B
AR(X) e dus(N) < 0.
Z kolei, z Lematu 1.3.9 mamy
A () @ dpig(N) > 0.
Tak wiec - B
Ay (A) dps 1 (N) + - oo 4 A (A) dps (X)) = 0.
Wobec (1.4.1), powyzsza miara jest suma miar niedodatnich, a to oznacza, ze wszyst-
kie one musza by¢ miarami zerowymi, tj.
Mj(A) dps j(A) =0, j=1,...,n.
Skoro dla kazdego j jest th()\) > 0 na T oraz h; # 0, to h; ma co najwyzej jedno
zero na T (liczac bez wielokrotnosci), a wiec na mocy Uwagi 1.4.1 (v) mamy
[hsj = Oy,
dla pewnych o; <0, A; € T takich, ze ojh;();) = 0. Udowodnilidmy zatem, ze
p=TReg dL" + (10y,, ..., anby,).

Warunek, ze Re p*(\) € Pp(Ah(N)) dlap.w. A € T, wynika z Lematu 1.3.9, natomiast
warunek 5-u(T) € Re D tatwo wynika z faktu, ze ¢(0) € D.

Wykazemy teraz druga cze$¢ twierdzenia, tj. ze jezeli odwzorowanie ¢ € M"
o mierze granicznej u spelia warunek (i) lub (ii), to p(D) C D, a samo ¢ jest
geodezyjna zespolona dla obszaru D.

Jezeli zachodzi (i), to istnieje lewa odwrotna dla odwzorowania 7; o ¢ i obszaru
7;(D), tj. istnieje f € O(7;(D), D) takie, ze f o7T; o =idp. Stad widaé, ze funkcja
fom; € O(D,D) jest lewa odwrotna dla odwzorowania ¢ i obszaru D.

Zalézmy teraz, ze zachodzi warunek (ii), tj.

w=gdl" + (10xys -+, nbn,)

dlapewnych oq, ..., a0, A1, .o, A, 9= (91,---,0n) : T =R h = (hy,..., hy) € H}
jak w wypowiedzi twierdzenia. Chcemy udowodnié, ze (D) C D i ze ¢, h spetniaja
warunek z Twierdzenia 1.1.3.
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Zacznijmy od wykazania inkluzji (D) C D. Ustalmy A € D. Skoro zbiér Re D
jest wypuktly oraz
g(\) € Pp(Ah(N)) C ReD dla L-p.w. A € T,
to na mocy Uwagi 1.4.1 (vi) zachodzi
1 1— AP
¢ — A2
gdyz powyzsza catka jest catka z odwzorowania g wzgledem miary probabilistyczne;j
= |1C ‘:\\IQ dL*(¢). Dla obszaréw z rodziny D,, mamy Re D + (—o0,0]" C Re D, a wigc
1 1— AP
T |¢— AP
Wyrazenie to jest réwne Rep(A), a wige otrzymalismy inkluzje Re (D) C Re D,
czyli o(D) C D. Z zalozenia, ze Rep(0) = 5-p(T) € Re D wynika, iz ¢(0) € D.
Korzystajac z wypuktosci obszaru D tatwo wnioskujemy, ze p(D) C D.

Pokazemy teraz, ze ¢, h spelniaja warunki z Twierdzenia 1.1.3, co zakonczy
dowod Twierdzenia 1.1.4. Ustalmy z € D. Mamy

9(¢)dL*(C) € Re D,

ar 1—|\P a, 1—|\?
21 (A = A2 721 A — A2

Q)™ (@) + ( ) D,

Ah(A) @ (RezdLT(N\) — du(N)) = Ah(X) @ (Rez — g(\)) dLT (A Z%Ah

Z réwnosci oihj () = 0 wynika, ze miara ;AR (N) dé, (AZJest miarg zerows. Z kolei
warunek g(\) € Pp(Ah(A)) pociaga za soba nier6wno$é A\h(A) e (Rez — g(\)) < 0
dla wszystkich z € D i LT-p.w. A € T. To oznacza, ze miara

A (X) @ (RezdLT (M) — du(N))

jest niedodatnia dla dowolnego 2z € D. Dowdd twierdzenia jest zakonczony. ([l

Propozycja 1.4.2. Niech obszar D € D, bedzie taki, Ze brzeg obszaru Re D mnie
zawiera Zadnej polprostej. Wtedy, jezeli ¢ € O(D, D) jest geodezyjng zespolong dla
D, ah = (hy,...,h,) € H" jest takie jak w Twierdzeniu 1.1.3, to hy Z0,...,h, Z0.

Z powyzszej propozycji wynika, ze wyznaczajac geodezyjne zespolone w niekto-
rych obszarach z rodziny D,,, nie trzeba rozwazaé sytuacji z punktu (i) Twierdzenia
1.1.4. Dzieki temu, kazda geodezyjna w takich obszarach bedzie postaci przedstawio-
nej w punkcie (ii) tego twierdzenia, a wiec bedzie dana jawnym wzorem. Warunek,
ze ORe D nie zawiera zadnej potprostej, jest spelniony np. gdy obszar Re D jest Scisle
wypukly (w geometrycznym sensie, tj. gdy dla dowolnych z,y € Re D, t € (0,1),
zachodzi tx + (1 — t)y € Re D).

DowODp Proprozycat 1.4.2. Wykazemy nastepujaca wlasnosé: jezeli A\g € T,
j € {1,...,n} sa takie, ze h;(Ag) = 0, istnieje granica radialna ¢*(\g) i zachodzi

Moh(No) @ (Rez — Rep*(N\g)) <0, 2z € D, (1.4.2)

to polprosta {Re p*(A\g) + te; : t < 0} zawiera sie¢ w 0Re D. Z wlasnosci tej wynika
teza, gdyz jesli h; = 0 dla pewnego j, to - wobec Lematu 1.3.8 - prawie kazda A\g € T
spelnia powyzsze warunki.
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Zalézmy wiec, ze j, Ao sa takie, ze hj(Ag) = 0, istnieje ¢*(Ag) 1 zachodzi (1.4.2).
Pokazemy, ze Re ¢*(\o) +te; € ORe D dlat < 0. Z (1.4.2) wynika, ze Re p*()\) €
ORe D, a wiec

Rep*(Ao) +te; € ReD dlat <0,
bowiem D € D,. Skoro h()g) ® e; = hj(Ag) =0, to
Moh(Xo) @ (Rez — (Rep*(N) + te;)) <0, z € D,t <0.
To oznacza, ze Re p*(\g) +te; € Re D, a wigc Re p*(A\g) +te; € OReD dlat < 0. O

Odnotujmy, ze jezeli spelnione sy wszystkie zalozenia Propozycji 1.4.2, to cho-
ciaz warunek (1.4.2) zachodzi dla prawie kazdej Ay € T, zadna z nich nie spelnia
h;(Xo) = 0 dla zadnego j. W tej sytuacji moze si¢ zdarzy¢, ze hq, ..., h, maja (réz-
ne) pierwiastki na T. Sytuacja taka ma miejsce w Przyktadzie 1.5.4.

Wykazemy teraz pewne fakty upraszczajace opis z Twierdzenia 1.1.4 w sytuacji
dwuwymiarowej. Dla wypuklego obszaru tubowego D C C? zdefiniujmy

Vp :={v € R*: zbiér Pp(v) jest jednoelementowy}
i oznaczmy przez pp jedyne odwzorowanie

pp = (Pp1,Pp2) : Vb — ORe D,
ktére wektorowi v € Vp przypisuje (jedyny) punkt pp(v) € Pp(v). Mamy wiec

Pp(v) = {pp(v)}, v € Vp.

Obserwacja 1.4.3. Niech D C C? bedzie wypuktym obszarem tubowym. Wtedy:
(1) Istnieje co najwyzej przeliczalny podzbiér A okregu jednostkowego w R? taki, ze

{v € R?: 2bidér Pp(v) ma wiccej niz jeden element} = U v - (0,00),
vEA
(ii) zbiér Vp C R? jest borelowski,
(iii) odwzorowanie pp : Vp — R? jest ciggle.

SZKIC DOWODU. Oznaczmy
B :={v € R? : zbiér Pp(v) ma wiecej niz jeden element}.

Ad. (i). Jezeli wektor jednostkowy v nalezy do B, to zbiér Pp(v) C 0Re D zawiera
nietrywialny odcinek. Odcinki odpowiadajace takim wektorom mozna wybraé tak,
zeby roznym wektorom odpowiadaly roztaczne odcinki. Brzeg obszaru wypuktego w
R? moze zawiera¢ co najwyzej przeliczalnie wiele parami roztacznych odcinkéw, a
wiec do zbioru B nalezy co najwyzej przeliczalnie wiele wektoréw jednostkowych.

Ad. (ii). Niech B; bedzie otwarta kula euklidesowa w R? o $rodku 0 i promieniu
j. Potézmy U; := B; N Re D; mozemy zatozy¢, ze Uy # @. Wezmy gesty w Re D,
przeliczalny zbior L C Re D. Mozna sprawdzié¢, ze zachodzi nastepujaca roéwnosé:

BUVp={veR?: Pp(v) # @} = U{v c R*\ {0} : sup (z,v) =sup (x,v)}.
j=1 xeLNU; zeL

Zbiory sumowane po prawej stronie réwnosci sa borelowskie, poniewaz supremum

w ich definicji brane jest po zbiorach przeliczalnych. Stad i z punktu (i) wynika, ze

borelowski jest takze zbior Vp.
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Ad. (iii). Ustalmy wektor v € Vp oraz ciag (v;);en C Vp zbiezny do v. Pokazemy,
ze pp(v;) — pp(v), gdy j — 0o. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze v = (1,0)
oraz v; € (0,00)? dla wszystkich j. Wtedy pp(v1) € pp(v) + (—00,0) x (0, 00). Niech
w € (0,00)? bedzie wektorem prostopadtym do prostej przechodzacej przez punkty
pp(v), pp(v1). Rozwazmy zbiér

U:={x€ReD: (x—ppv),w) >0}

Jest on ograniczony, gdyz zawiera sie z trojkacie, ktorego jeden bok stanowi odcinek
[pp(v), pp(v1)], a pozostate dwa boki sg prostopadte odpowiednio do wektoréw v, v;.
Ponadto, jezeli wektor v; lezy ,pomiedzy” v a vy, to
sup (x,v;) = max(x,vj).
r€Re D zeU
Ciag funkcji U > x +— (z,v;) zmierza jednostajnie do U > z ~ (z,v), a funkcje
te przyjmuja silne maksima globalne odpowiednio w punktach pp(v;), pp(v). To
oznacza, ze pp(v;) — pp(v), gdy j — oo. O

Propozycja 1.4.4. Niech D C C? bedzie wypuktym obszarem tubowym niezawiera-
Jacym afinicznych prostych zespolonych. Jezeli o € O(D, D) jest geodezyjng zespolong
dla D, odwzorowanie h = (hy, hy) € H? jest jak w Twierdzeniu 1.1.3 i funkcje hy, hy
sq liniowo niezaleine, to dla LT-p.w. X € T zachodzi Ah(\) € Vp oraz

Re ™ (A) = pp(Ah(N)),
a funkcie A — pp1(AR(N)), A= ppa(Ah(N)) sa catkowalne wzgledem miary LT.

Rozwazana powyzej liniowa niezaleznos¢ funkcji hy, he € H to niezaleznos¢ nad
ciatem R lub C - tutaj obie te wtasnosci sa rownowazne, poniewaz Ahi(\), Aho()) € R
dla A € T.

Catkowalnoéé funkcji A = pp1(AR(N)), A = ppa(Ah())), o ktérej méwi druga
czes¢ Propozycji 1.4.4, okazuje si¢ mie¢ wpltyw na posta¢ geodezyjnych zespolonych
w niektorych obszarach tubowych. Doktadniej, jezeli ktéras z tych funkcji nie jest
catkowalna wzgledem LT, a hi, hy sa liniowo niezalezne, to odwzorowanie h nie
spetnia warunku z Twierdzenia 1.1.3 dla zadnej geodezyjnej p. Obserwacja ta czasem
pozwoli nam, podczas szukania formut na geodezyjne w pewnych obszarach z rodziny
Ds, odrzucic¢ czes¢ odwzorowan h. W Przyktadzie 1.5.3 analizujemy obszar

D ={(z1,2) €C*:Rez < 0,Rezy < 0,Rez -Rez, > 1}

nalezacy do rodziny Ds, w ktérym ma miejsce taka sytuacja. W obszarze tym sktado-
we hy, he kazdego odwzorowania h ,,pochodzacego” od pewnej geodezyjnej zespolone;j
 okaza sie nie mie¢ zer na okregu jednostkowym T, o ile tylko sg liniowo niezalez-
ne. Wywnioskujemy z tego, ze ¢ rozszerza si¢ holomorficznie na otoczenie dysku
domknietego .

DowOD PropozycCJ1 1.4.4. Gdyby zbidr
B :={)\ € T: Pp(Ah()\)) ma wigcej niz jeden element}

byt dodatniej miary Lebesgue’a, to wobec Obserwacji 1.4.3, dla pewnego wektora
jednostkowego v = (v1,v2) € R? dodatnig miare miatby zbior {\ € T : Ah()\) €
v - R}, a to na mocy zasady identycznosci datoby vahy = v1he, co przeczy liniowej



1.4. GEODEZYJNE W SPECJALNYCH KLASACH OBSZAROW TUBOWYCH 30

niezaleznosci funkcji hy, ho. Tak wigc zbior B jest miary zero. Z drugiej strony, z
Lematu 1.3.8 wynika, ze Re¢*()\) € Pp(A()\)) # @ dla LT-p.w. A € T. To oznacza,
ze Mh()\) € Vp i w konsekwencji Re p*(A) = pp(Ah(N)) dla LT-p.w. A € T. Natomiast
catkowalnosé funkeji A — pp1(Ah(N)), A = pp2(AR(N)) wynika z faktu, iz funkcje
Re ¢f, Re ¢} sa catkowalne wzgledem miary £T. O

Na zakonczenie tego podrozdzialu podamy pewne uwagi dotyczace Twierdzenia
1.1.4 w sytuacji dwuwymiarowej:

Uwaga 1.4.5. Niech D € Ds.

(i) Jezeli ¢ € O(D, D) jest geodezyjna zespolona dla D, h = (hy, hy) € H7 jest
jak w Twierdzeniu 1.1.3 oraz Ah()\) € Vp dla LT-p.w. X € T (ma to miejsce np.
gdy funkcje hy, hy sa liniowo niezalezne - Propozycja 1.4.4), to:

e hy 0, hy 0, a w Twierdzeniu 1.1.4 zachodzi warunek (ii) z tym h,
e odwzorowanie g z Twierdzenia 1.1.4 jest jedyne (z doktadnoscia do zbioru
o zerowej mierze LT) i jest nim

9(A) = pp(AR(N)),

e funkcje A — pp1(A(N)), A= pp2(Ah(N)) sa calkowalne wzgledem LT

(ii) Na odwrét, jezeli b = (hy, he) € H3 jest takie, ze:

e funkcje hy, hs sa liniowo niezalezne,
e funkcje A — pp1(AR(N), A = ppa(Ah(N)) sa catkowalne wzgledem LT
(wiemy, ze sa one LT-prawie wszedzie dobrze okreslone, bowiem Ah(\) €
Vp dla L-p.w. X € T, i mierzalne, wobec Obserwacji 1.4.3),
e g jest dane wzorem g()\) := pp(Ah())),
o (v, € (—00,0], A\, Ay € T sa takie, ze ajhi(A) = azha(A2) = 0 oraz
3= | PV dEN) + 5-(n, ) € Re D,
to wobec Twierdzenia 1.1.4, odwzorowanie holomorficzne o mierze granicznej
danej wzorem (1.1.2) ma obraz w D i jest geodezyjna zespolona dla D.

(iii) Jezeli odwzorowanie ¢ € O(D, D) o mierze granicznej u jest geodezyjna zespo-
long dla D, h = (hi, hy) € H2 jest jak w Twierdzeniu 1.1.3, hy # 0, hy # 0
oraz ho = vh; dla pewnej statej v > 0, to:

e w Twierdzeniu 1.1.4 zachodzi warunek (ii) z tym h,

e Pp(M(N)) = Pp((1,7)) oraz g()\) € Pp((1,7)) dla LT-p.w. A € T,

e (ay,a) # (0,0) (poniewaz obraz g lezy w odcinku Pp((1,v)) C ORe D, a
musi by¢ %,u(']l‘) € Re D), funkcje hy, he maja wspélne zero na T, a punkty
)\1, )\2 € T mozna WZIQC/ tak, 7€ )\1 = )\2 oraz h1<)\1) = hg(/\g) = O,

e /i jest dane wzorem

p=gdL" + (a1, a9)dy,,
e jesli dodatkowo (1,7) € Vp, to g = pp((1,7)) prawie wszedzie, a wiec

H= pD((L 7)) d‘CT + (ala 042)5)\1.
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1.5. Przyktady

W tym podrozdziale podamy wzory na geodezyjne zespolone w pewnych klasach
wypuktych obszaréw tubowych niezawierajacych afinicznych prostych zespolonych.

Uwaga 1.5.1. Ustalmy funkcje h € H!, h()\) = a)\> + bA +a, a € C, b € R,
i zat6zmy dodatkowo, ze |b] < 2|a|; to ostatnie zalozenie jest réwnowazne temu,
ze LT{N € T : Ah(N\) > 0}) € (0,27). Rozwazmy odwzorowanie holomorficzne
¢p : D — C o mierze graniczne;j

X{X€eT: Ah(A)>0} ac” (1.5.1)

i spetniajace warunek Im ¢y, (0) = 0. Wyprowadzimy konkretna formute na ¢y, ktéra
wykorzystamy w Przyktadzie 1.5.2. Doktadniej, pokazemy, iz

1 CH+ A, e
) = o TN =7 (i1 (32) ), AeD, (152)
' 27 Jicem:eny>0p € — A < (I | ))
gdzie
T(A) = —%log (2 1 i_ ;) : (1.5.3)

log oznacza galaz logarytmu zdefiniowana dla A o argumentach w [0, 27), a

—b
c= e (—1,1).
2|a| + \/4]al? — b2 ( )

Oznaczmy
Li:={NeT: A()\) >0}, Ly:={A€T: M()\) <0}
Funkcja xz, : T — R jest ciagla na L; U Ly, a wiec Re ¢, przedtuza sie w sposéb
ciagty na zbiér DU Ly U Lo i zachodza réwnosci
Rey, =1na Ly, Reyp, =0 na Ls. (1.5.4)

Mozna sprawdzié, ze

Im (z’Tc (iA)) € M()) - (0,00), A€ T,

lal

To oznacza, ze homeomorfizm

ﬁa)\»—)iTc(%)\) eD
przeksztatca tuk L; na {A € T : ImA > 0}, a tuk Ly na {A € T : Im\ < 0}.
Odwzorowanie 7 jest biholomorfizmem z D w S, ktory przediuza si¢ w sposob ciagty
na D\ {—1,1} i przeprowadza tuk {\ € T : ImA > 0} na prosta 1 + iR, a tuk
{A € T :Im\ < 0} na prosta {R. W konsekwencji, odwzorowanie
$:DUL ULy > )\i—>T<iTc (ix)) eC

|al

przeksztalca tuk Lq na prosta 14iR, a tuk Ly na prosta iR. W szczegolnosci, ¢ takze
spelnia réwnosci (1.5.4). To oznacza, ze L'-p.w. na T zachodzi réwnoéé¢ Re ¢} =
Rev*. 7 faktu, iz (D) C S wynika, ze 9 jest klasy H', a z tego, ze miara (1.5.1)
jest miarg graniczng o), wynika, ze oy, jest klasy H'. To oznacza, ze @), = 1, bowiem
Im¢(0) = 0 = Im ¢, (0).
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Przyktad 1.5.2. Rozwazmy obszar tubowy D € Dy o bazie zawartej w zbiorze
(—00,0)?, ktorej brzeg jest suma polprostej zawartej w (—oo,0] x {0}, polproste;
zawarte] w {0} X (—o0, 0] i pewnej skonczonej liczby odcinkéow. Doktadniej, niech

D = {ZE(C2 : <Rez—pj,vj> <Odlaj=1,~-->m};

gdzie m > 3, vy,..., v, € [0,00)% po,...,pm € (—00,01% v; = (v;1,v)2), pj =
(pj1,pj2) speliaja nastepujace warunki:

® 0=po1=p11>p21>...>Pm-11> Dm,1,

© 0=pn2="Dn-12>Pm-22>...> P12 > Po2,

° det[vj,vj+1] >0 dla] =1,....,m—1,

® (pjt1 —pj,vj+1)=0dlaj=0,...,m—1
(punkty po i p,,, pelnia jedynie role pomocnicza). Symbolem [v, v;] oznaczyliSmy tu-
taj macierz wymiaru 2 x 2, ktérej kolumnami sg wektory v, v;. Chociaz tym samym
symbolem oznaczamy takze odcinek domkniety o danych koncach, to w kazdej sy-
tuacji jasno wynika z kontekstu, ktore znaczenie mamy na mysli. Baze obszaru D
przedstawia Rysunek 1.

RYSUNEK 1. Baza obszaru D

7 powyzszych zatozen wynikajg nastepujace wtasnosci:

e (Rez —pj,v41) <0dlazeD,j=0,...,m—1,

v 1>0,v12=0,051=0,v,2>0,

e ORe D = {0} x (—o00,p12] U U;:f[pj,pjﬂ] U (—00, Pm—11] % {0}.
Ponadto:

o Vp =(0,00)%\ Um_1 vj - R,

j=2
e pp(v) =pj, dlav € (0,00)?, det[v,v;] < 0 < det[v,v;41], 5 =1,...,m—1,
® pp(v;) = [pj—1,p;) dlaj=1,....m,
o T (D) =my(D)=H_.
Warunek det[v,v;] < 0 < det[v,vj41] oznacza, ze wektor v lezy ,pomiedzy” wekto-
rami v; a vji1.
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Niech ¢ = (¢1,92) : D — D bedzie geodezyjna zespolona o mierze granicznej
p = (1, pio) i niech h = (hq, hy) € H'} bedzie jak w Twierdzeniu 1.1.3. Rozwazymy
kilka przypadkow.

Jezeli hy = 0, to na mocy T'wierdzenia 1.1.4, @9 jest geodezyjna zespolona dla H_,
a skoro (D) C D, to ¢; jest dowolnym odwzorowaniem holomorficznym o obrazie
lezacym w zbiorze p,,_11 + H_. Podobnie, jezeli hy = 0, to ¢; jest geodezyjna
zespolong dla H_, a vy jest dowolnym odwzorowaniem holomorficznym o obrazie
lezacym w zbiorze p; o + H_.

Jezeli hy, hy # 0, ale h(D) C v; - [0,00) dla pewnego j € {2,...,m — 1}, to na
mocy Uwagi 1.4.5 (iii),

p=gdL" + (a1, a)dy, (1.5.5)

dla pewnego odwzorowania borelowskiego g : T — R? o obrazie lezagcym w odcinku
domknietym [p;_1, p;] oraz statych aj,ay € (—00,0], A\g € T takich, ze (o, a2) #
(0,0). W takiej sytuacji ¢ jest dane wzorem

o0 = 5= [ TR 910dc @) +

dla pewnych S, 82 € R.
Rozwazmy teraz przypadek, gdy h(ID) ¢ v; - [0,00)* dla zadnego j € {1,...,m}.
Wtedy Mi(A) € Vp dla LT-p.w. A € T, zatem, wobec Twierdzenia 1.1.4 i Uwagi 1.4.5

(i),

Ao+ A
Ao

—|— 1(51, 62) A E D, (156)

%(0417042)

1 =pp(Ah(N)) dET()\) + (a10y,, @20y,) (1.5.7)
dla pewnych o, as € (—00,0], A, Ay € T takich, ze
O[1h1(>\1) = Oéghg()\g) =0.

Odnotujmy, ze odwzorowanie A — pp(Ah())) jest catkowalne wzgledem £, bowiem
po(Vp) CH{p1,- s Pm1}-
Dlaj=1,...,m — 1 zdefiniujmy

A; i={X €T :det [A(N),v;] <0 < det [Ar(N),vj41]}, (1.5.8)

i niech
B = J{\ € T: det [Ar(N),v;] = 0}.
j=1

Zbiér Aj; sklada sig doktadnie z tych A € T, dla ktérych wektor A (N) lezy pomiedzy
wektorami v; 1 v,41. Tak wiec dla A € A; mamy Ar(N) € Vpp oraz pp(Ah(N)) = p;.

Ponadto zbiory Ai,..., A,,_1, B sa parami roztgczne, ich suma jest réwna T oraz
LT (B) = 0, zatem

po(AR(N)) dLT(A Z pixa,(N) dLT(N).

Wzér (1.5.7) przyjmuje zatem postacé

m—1

on = ijXAjdﬁT + (061(5)\1,0425)\2). (159)

j=1
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Majac rownosé (1.5.9), mozemy wyrazié ¢ wzorem catkowym Schwarza. Jak sie
jednak przekonamy, w tym przypadku mozna uzyskaé¢ konkretna (niecatkowa) for-
mute na ¢, wykorzystujac obserwacje poczynione w Uwadze 1.5.1. Pot6zmy

Oj = {)\ € T : det [Xh()\),’l)]} < 0}, ] = 1,. Lo, m.
Mamy
CiDCyD...DC,,
Aj C Cj \ Cj+1 oraz (C] \ Cj+1) \ Aj C B, a WIQC ZbiOI'y (Cj \ Cj+1) \ Aj maj@ ze-
rowa miar¢ Lebesgue’a. W konsekwencji, x 4, dc” = chdﬁT - X¢; HdET. Dodatkowo
LY(Cy) = 2m oraz LT(C,,) = 0. Wzér (1.5.9) mozemy wiec zapisaé w postaci

m—1

n = pldﬁT + Z(pj — pj_l)XdeET + (0415>\1, 0425)\2). (1.5.10)

j=2
Zauwazmy, ze )
Cj = {/\ eT: )\(’Uj’lhg()\) — 'Uj72h1(>\>) > O}

Dzigki tej obserwacji oraz rownosci (1.5.2) mozemy uzyskaé konkretne formuly na
odwzorowania holomorficzne majace miary graniczne x¢,, musimy jedynie odrzucic
te j € {1,...,m}, dla ktérych nie zachodzi warunek £L*(C;) € (0, 27). Niech

ki :=max{j > 1: LY(C;) = 27}, ky := min{j < m : L7(C;) = 0}. (1.5.11)
Mamy 1 < k; < ky < m. Z réwnosci (1.5.10) natychmiast wynika nastepujaca:

ko—1

o= pkldﬁT + Z (pj — pj_l)XC].d,CT + (0415>\1, 042(5>\2). (1.5.12)
j=k1+1

Stad otrzymujemy konkretny wzoér na :

ko—1
Oél /\1"‘)\ OéQ )\2“1‘)\ .
v; —v; 1>\ )

Jj= k1+1

(1.5.13)

dla A € D, gdzie f;,53; € R sa pewnymi statymi, a funkcje ¢, n,—v;,n, sa dane
wzorem (1.5.2), tj

. v a v a
(p’l)j,th*'Uthl ()‘) =T (ZTC]' (|Uj 1,12 vj ;ah)\)) ; A€ Da

gdzie T(\) = —Llog (i 133) oraz

_ —(vj1ba — vj2b1)
2|vj,1a2 — ngal] =+ \/4]113-,1@2 — ’Uj72&1’2 — (Uj@bg — Uj’gbl)Q
Odnotujmy, ze dla j = k1 +1,..., ks — 1 zachodzi |v;1bs — vj2b1| < 2|vj 102 — vj20a1],

gdyz LT(C;) € (0,27), a wiec ¢j 1 Yy, hy—v,5h, S& poprawnie zdefiniowane oraz ¢; €

(—=1,1).
Podsumowujac, odwzorowanie holomorficzne ¢ : D — C? o mierze graniczne;
i jest geodezyjna zespolong dla obszaru D wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi co

najmniej jeden z ponizszych warunkow:

(1) 1 jest geodezyjna zespolona dla H_ oraz @y(D) C pyo + H_;
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(2) ¢ jest geodezyjna zespolona dla H_ oraz o1 (D) C py_11 + H_;
(3) p jest postaci
p=gdL" + (a1, a)dy,
dla pewnych oy, ap € (—00,0], Ao € T, j € {2,...,m—1} oraz odwzorowania
borelowskiego ¢ : T — [p,_1, p;| takich, ze (aq, ) # (0,0); w takiej sytuacji
¢ jest dane wzorem (1.5.6) dla pewnych 3y, 5 € R;
(4) p jest postaci
m—1
p="> pixadL" + (a1dy,, 026),)
j=1
dla pewnych oy, ap € (—00,0], A, A € T, h = (hy, he) € H3 takich, ze
ozlhl()\l) = aghQ()\z) = O,

+=u(T) € ReD, vj1hy — vjohy # 0 dla j = 1,...,m, a zbiory A; sa dane
przez (1.5.8); w takiej sytuacji ¢ jest dane wzorem (1.5.13) dla pewnych

617B2 € R.

Fakt, ze kazde odwzorowanie przyjmujace jedna z wyzej wymienionych postaci jest
geodezyjna zespolona dla obszaru D, jest natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia
1.1.4.

Przyklad 1.5.3. Rozwazmy obszar
D ={(21,2) €C*:Rez; < 0,Rezy < 0,Rez -Rez > 1}.
Obszar ten ma baze $cisle wypukta i nalezy do rodziny D,. Ponadto, Vp = (0, 00)?

oraz
[v fv
pD(U) = (_ U—ia - v_:) , U= (U1,U2) € Vp.

Twierdzenie 1.1.4, wraz z Uwaga 1.4.5, daja nam opis geodezyjnych zespolonych dla
tego obszaru. Powiemy o tych geodezyjnych cos wigcej.

Niech ¢ = (p1,p2) € O(D, D) bedzie geodezyjna zespolona dla D i niech h =
(h1, ha) bedzie jak w Twierdzeniu 1.1.3. Z Propozycji 1.4.2 wynika, ze funkcje hq, hy
nie sg tozsamosciowo rowne zero, a wiec sa postaci

hi(A) = ¢;(X = d;) (1 = d;))
dla pewnych ¢1, ¢y > 0, dy, dy € D. Zachodzi réwnoséé

- Cy |)\—d2‘ C1 |)\—d1’
=(—-,/= — T :
po(AR(N) ( Sl Vo) AE T\ s}

Zatézmy, ze funkcje hq, hy sa liniowo niezalezne. Wtedy dy # dy. Jezeli d; € T
lub dy € T, to jedna z funkcji A — pp1(AL(N)), A = pp2(AR(A)) nie jest catkowalna
wzgledem miary LT, co jest sprzeczne z Uwaga 1.4.5 (i). Zatem d;,dy € D, a wiec
funkcje hq, ho nie majg zer na okregu T. Jezeli ay, as, A1, A2 sa jak w Twierdzeniu
1.1.4, to z réwnosci aghi (A1) = asha(A2) = 0 natychmiast wynika, ze a; = ag = 0.
W takim razie

Cy |)\—d2‘ T C1 ‘)\—dl‘ T
— (- /2 AL\, — |2 d .
u= (=2 RS, - [2 R ey
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To oznacza, ze ¢ rozszerza si¢ holomorficznie na otoczenie dysku domknigtego D,
bowiem jego czesé rzeczywista jest R-analityczna na okregu jednostkowym.
Przyktad 1.5.4. Rozwazmy obszar
D= {(zl,zQ) €C?:Rez; <0,Rez <0,Rez < f(Rezl)},
gdzie f: (—00,0) — (—00,0) jest funkcja dana wzorem
—[t]2 dy t € (—o0, -1
oo M dvie(-oo-)
—4lt|72 + 3, gdyt e [-1,0).
Funkcja f jest klasy C!, bowiem
—2|t|7*, gdy t € (—o0,—1
oy = [ 2wyt e (=00, 1]
—2|t|72, gdy t € [-1,0).

Jej pochodna [’ jest malejgca, a wiec obszar D ma $ciSle wypukla baze. Ponadto

D € Dy, Vp = (0,00)? oraz
2
3 2
2v9 U1

_ 2?)2
U1
po((vi,v2)) = 5 2 1 5
<_(_) ,_4<£> +3), sy 22 <1
U1 2U2 U1

W rozwazanym obszarze sytuacja jest podobna do tej z Przyktadu 1.5.3, z ta jed-
nak réznica, ze tutaj moze sie zdarzy¢, ze sktadowe hy, hy odwzorowania h = (hy, hs)
,pochodzacego” od pewnej geodezyjnej sg liniowo niezalezne i majg pierwiastki na
T. Przykladowo, dla h(A) = (hi (M), ha(N)) = (—(1 — A%, (A + 1)?) € H2 zachodzi

réwnosé

ol

ha(A) A+ 1

hi(A) A =1
i widaé, ze funkcje A — pp1(AR(A)), A = ppa(AR(N)) sa catkowalne wzgledem miary
LY. 7 Twierdzenia 1.1.4 wynika, ze dla dowolnych parametréw a;, s € (—o0,0]
odwzorowanie holomorficzne o mierze granicznej danej wzorem

= pp(A(N) dLT(A) + (101, a6 1)
jest geodezyjna zespolona dla D.

AeT\{-1,1},

Przyktad 1.5.5. Rozwazmy obszar
D ={(z,2) € C*: Rez > (Rez)?}.

Oczywiscie nie nalezy on do rodziny Ds i nie jest liniowo biholomorficzny z zadnym
obszarem z tej rodziny. Mozna jednak znalez¢ formuly na wszystkie geodezyjne zespo-
lone dla tego obszaru w sposéb podobny do tego, jaki zastosowaliSmy w poprzednich
przyktadach. Mamy Vp = Wp = R x (—00,0) oraz

U1 U%

pp((v1,v2)) = (—2—?}27 m) , (v1,v9) € Vp.
5

Niech ¢ € O(D, D) bedzie geodezyjna zespolong o mierze granicznej p i niech
h = (hy, hy) € H? bedzie jak w Twierdzeniu 1.1.3. Wezmy a € C, b € R takie, ze



1.6. ZASTOSOWANIE W OBSZARACH REINHARDTA 37
hi(X) = a\* +bA+a. Mamy —hy € H%, a wiec ho(N) = ¢(A—d)(1 —d)) dla pewnych
¢ <0, d € D. Rozwazmy rozklad Lebesgue’a-Radona-Nikodyma

pw=Reg*dC" + p,

miary p wzgledem LT, i potézmy iy = (151, fts2)- )
Lemat 1.3.9 (i) daje hy # 0, a wigc dla LT-p.w. A € T zachodzi A\h(\) € Vp oraz

o - - (B )

Zauwazmy, ze (1,0),(—1,0),(0,—1) € Wp. Z Lematu 1.3.10 wynika zatem, iz
s 2 > 0 oraz

(1.5.14)

fis1 = 0. (1.5.15)

Lemat 1.3.9 (ii) daje nam w takim razie Aho(A)dus2(A) > 0. Z drugiej strony,
Mia(X) <0 dla X € T, wige Aha(A) dps2(A) = 0 i na mocy Uwagi 1.4.1 (v) otrzymu-
jemy

[Ls2 = Q0y, (1.5.16)

dla pewnych o > 0, A\g € T takich, ze ahs(Ag) = 0.

Rozwazmy dwa przypadki. Jezeli d € T, to mozna sprawdzi¢, ze sktadowe od-
wzorowania po prawej stronie (1.5.14) sg catkowalne wzgledem L” tylko wtedy, gdy
funkcje hy, ho sa liniowo zalezne. Wtedy tez odwzorowanie to jest state, bowiem ob-
szar D ma baze $cisle wypukta. Aby obraz ¢ lezat w D, musi by¢ o > 0 oraz Ay = d.
Uwzgledniajac (1.5.15) i (1.5.16), dostajemy

p= (to, t2) dL" + (0, ady)

dla pewnego ¢y € R.
Jesli za$ d € D, to hy nie ma zer na T, a wigc o = 0, a to daje pz2 = 0. W tej
sytuacji

[ 2Re(aX)+b (2Re(aX)+b)? 4L ()
B 2c|A—d?> 7 4N —d|* '
Z drugiej strony, z Twierdzenia 1.1.3 wynika, ze odwzorowania zadane przez miary
obu powyzszych postaci sa geodezyjnymi zespolonymi dla obszaru D.

1.6. Zastosowanie w obszarach Reinhardta

Obszar G C C" nazywamy obszarem Reinhardta (odp. pelnym obszarem Rein-
hardta), jezeli (A1 21, e Anzn) € G dla wszystkich (z1,...,2,) € G oraz Ay, ..., \, €
T (odp. Aq,..., A\, € D). Dla obszaru Reinhardta G odwzorowanie

exp: Dg 2 (21,...,2,) — (7,...,e™) € GN(C,)"

jest nakryciem, gdzie D¢ := log G 4+ tR", a log G C R" oznacza obraz logarytmiczny
obszaru G, tj. obszar tubowy

log G := {(log|z1],...,log|zn|) : (21,...,2n) € GN(C,)"}.

Jesli G jest pseudowypukty, to D jest wypukly, a jesli dodatkowo G jest ograniczony
i pelny, to Dg € D,,.
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W tym podrozdziale, w Propozycji 1.6.2, podamy postaé¢ (dokladniej: warunek
konieczny) wszystkich odwzorowan ekstremalnych dla funkcji Lemperta oraz metry-
ki Kobayashi’ego-Roydena w pelnych, ograniczonych i pseudowypuktych obszarach
Reinhardta G C C? (czyli w tych, dla ktérych Dg € Do; Twierdzenie 1.1.4 daje nam
doktadng postaé geodezyjnych zespolonych dla D¢ ). Kazde takie odwzorowanie daje
sie w pewien sposob sprowadzi¢ do geodezyjnej zespolonej w obszarze D¢ lub do od-
wzorowania holomorficznego o obrazie lezacym w brzegu tego obszaru. Sprowadzenie
to mozna wykonaé¢ nasladujac metody stosowane w [Edi-Zwo] lub [Kli, podrozdziat

4.3].
Definicja 1.6.1. Niech D C C" bedzie obszarem. Funkcjg Lemperta dla D nazywa-
my funkcje {p : D x D — [0,00) dana wzorem
(p(z,w) = inf{p(oy,09): 01,00 €D, 3f € OD,D): f(o1) = 2, f(02) = w}
= inf{p(0,0):0€D,3f € O(D,D): f(0) =z, f(o) =w}.

a pseudometrykq Kobayashi’ego-Roydena dla D funkcje kp : D x C* — [0, 00) dang
wzorem

kp(z, X) = inf{l_“‘i‘f|2 caeC,oeD,Af e O, D): flo)=z,af'(c) = X}
= inf{a>0:3f€OD,D): f(0)==zaf (0)=X}.
Méwimy, ze odwzorowanie f € O(D, D) jest:

(i) ¢p-ekstremalne dla (z,w) € D x D, z # w, jedli istnieja 01,09 € D takie, ze
flo1) =z, f(o2) = w oraz p(o1,02) = {p(z,w),
(ii) kp-ekstremalne dla (z,X) € D x C", X # 0, jesli istnieja 0 € D, o € C takie,
ze f(o0) =z, af'(c) = X oraz kp(z,X) = %,
(iii) ¢p-ekstremalne, gdy jest £p-ekstremalne dla pewnych (z,w) € D x D, z # w,
(iv) kp-ekstremalne, gdy jest kp-ekstremalne dla pewnych (z, X) € D x C", X # 0.

Odnotujmy, ze odwzorowania ¢p- i kp-ekstremalne w ogdlnosci nie muszg ist-
nie¢, cho¢ z drugiej strony, istnieja w dos¢ szerokiej klasie obszarow w C”, np. dla
obszaréw typu taut (zob. np. [Jar-Pfl]). Jezeli D jest obszarem wypuklym typu
taut, to kazde odwzorowanie /p- lub kp-ekstremalne jest geodezyjna zespolong, i
na odwrét, kazda geodezyjna zespolona f jest odwzorowaniem ¢p-ekstremalnym dla
kazdej pary (f(o1), f(02)), 01 # 09, 1 odwzorowaniem rp-ekstremalnym dla kazdej

pary (£(0), af'(0)), a € Cy.
Propozycja 1.6.2. Niech G C C? bedzie pelnym, ograniczonym i pseudowypuklym
obszarem Reinhardta, niech Ry, Ry > 0 bedg takie, ze m(G) = RiD, m(G) = RyD,

i niech f = (f1,f2) € OD,G) bedzie odwzorowaniem {Lg-ekstremalnym lub k-
ekstremalnym. Wtedy zachodzi co najmniej jeden z ponizszych warunkow:

(i) istnicje j € {1,2} takie, ze 3-f; € Aut (D), lub
(ii) odwzorowanie f jest postaci
[ = (Bie”", Bye??) (1.6.1)

dla pewnych By, By € Aut (D) U {1} oraz ¢ = (p1,p2) € H'(D,C?) takich, e
zachodzi jeden z ponizszych warunkow:
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e (D) C 0D¢, lub
e (D) C D¢, a ¢ jest geodezyjng zespolong dla obszaru D¢, ktdérej miarg
graniczng jest
Ppg (M (N)) dL7(N)
dla pewnego h = (hy, hs) € Hi o lintowo niezaleznych skiadowych hy, hs.

Jezeli f € H*(D), f # 0, to mamy nastepujacy, dobrze znany rozktad (np. [Koo,
str. 76]):
f=ePBSF,
gdzie 8 € R, funkcja B jest iloczynem Blaschke (by¢ moze tozsamosciowo rownym
1) zawierajacym wszystkie zera f,

A
P =ewp (5 [ R0 17(01070) ) A€ D

(funkcja log | f*| jest calkowalna wzgledem LT) oraz

S(A\) = exp <% ] i—idu(()) , AeD

dla pewnej borelowskiej skoniczonej miary niedodatniej v na T, singularnej wzgledem
miary Lebesgue’a. Dla £ -p.w. A € T zachodza réwnosci

[B* )= [5"(N)] =1, [F*N)] = [ (M, (1.6.2)

a ponadto

F € H*(D), sup|f(A\)| =sup|F(N)]. (1.6.3)
Aeb AeD
Istotnag role w dowodzie Propozycji 1.6.2 petni nastepujaca wtasnosc:

Obserwacja 1.6.3. Niech D C C" bedzie obszarem, f € O(D, D), 01,05 € D,
flo1) # f(og), 0 €D, X € f'(0) - C,, X # 0. Wtedy:
(i) [ nie jest {p-ekstremalne dla (f(o1), f(o2)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
g € O(D, D) takie, ze g(o1) = f(01), g(o2) = f(02) oraz g(D) CC D.
(ii) [ nie jest kp-ekstremalne dla (f(o), X) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g €
O(D, D) takie, ze g(o) = f(o0), ¢ (o) = f'(0) oraz g(D) CC D.

DowOD Propozycr 1.6.2. Oznaczmy f = (f1, f2) 1 rozwazmy przypadek, gdy
f jest lg-ekstremalne dla punktéw f(o1), f(o2), gdzie 01,00 € D, f(o1) # f(0o2)
(dowéd w przypadku odwzorowania kg-ekstremalnego jest analogiczny). Jezeli fi =
0 lub fy = 0, to zachodzi przypadek (i). Zatézmy wiec, ze f1, fo nie sa tozsamosciowo
rowne zero i rozwazmy wspomniany wczesniej rozktad dla fi, fo:

fi=€M"BiS\Fy, fo = €™ByS) F.
Niech ¢; € M, j = 1,2, bedzie funkcja o mierze granicznej log | f|dL" + v; taka,
ze Imp;(0) = B;. Mamy €151 Fy = e#1, 25, F, = e#2 oraz p(D) C Dg, gdzie

@ = (1, p2).
W dalszej czedci wykorzystamy nastepujaca geometryczng wtasnosé obszaru G,
wynikajaca z wypuktosci obszaru Dg:

jesli (21, 22) € 0G, A € D oraz (21, Az2) € G, to |z1| = Ry. (1.6.4)
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Dowdd Propozycji 1.6.2 przeprowadzimy w nastepujacych dwoch krokach, ktore
wraz z Twierdzeniem 1.1.4 i Uwaga 1.4.5 dadza zadang teze.

KROK 1. Pokazemy, ze ¢ jest geodezyjna zespolona dla Dg lub (D) C dDg,
oraz ze f*(\) € 0G dla LT-p.w. A € T.

KROK 2. Pokazemy, ze jezeli j € {1,2} jest takie, ze B;S; ¢ Aut (D) U {1}, to
ﬁfgfj € Aut (]D))

DowOD KROKU 1 (zob. [Edi-Zwo]): Przypadek ¢(D) C 0Dg jest jasny, zaj-
mijmy sie wiec sytuacja, gdy (D) ¢ dDg, czyli (D) C Dg. Jezeli p(o1) = ¢(02)
lub ¢ nie jest ¢p,-ekstremalne dla punktéw ¢(oy), ¢(02), to istnieje ¢ € O(D, D¢)
takie, ze ¥(ID) CC D¢ oraz (o1) = @(01), ¥(o2) = ¢(03). Wtedy odwzorowanie
(Bie¥1, Bye¥?) przeprowadza oy, 0o w f(01), f(02) i ma obraz wzglednie zwarty w
G, co przeczy ekstremalnosci f. Zatem ¢ jest {p-ekstremalne, wiec jest geodezyjna
zespolona dla Dg. To znaczy, ze ¢*(\) € D¢ oraz f*(\) € G dla LT-p.w. X € T.

DowOD KROKU 2 (por. [Kli, Lemat 4.3.3]): Mozemy przyjaé, ze j = 2. Skoro
BySy; € O(D,D) \ Aut (D), to BySs nie jest odwzorowaniem {p-ekstremalnym dla
zadnej pary punktéw z D, a wiec istnieje £ € O(D, D) takie, ze (o) = Ba(0;)52(0;),
j=1,2, oraz {(D) CC D.

Rozwazmy odwzorowanie

Fi=(h f2) = (1, e #ER).
Zachodzi f(D) C G oraz f(oy) = f(01), floz) = f(o2), wige fD) C G, a f jest
{g-ekstremalne dla f(oy), f(02). W szczegdlnosei, f*(\) € 0G dla LT-p.w. X € T,
wobec poprzedniego kroku. Mamy

] = €N FE )] = 1€M< £,
zatem | ff(A\)| = Ry dla LT-p.w. A € T, wobec (1.6.4). W takim razie, ktadac

R = sup[fo(A)] = sup [F2(A))|
AED AED

otrzymujemy, ze bidysk (R;D) x (RD) lezy w G, bowiem f(D) C G. Skoro f(D) C
(R1D) x (RD), to f jest odwzorowaniem {(r,p)x (rp)-ekstremalnym, czyli geodezyjna
zespolong w (RiD) x (RD). Zatem - fi € Aut (D) lub ££F; € Aut (D). Ale obraz
tej drugiej funkcji jest wzglednie zwarty w D, wiec musi by¢ R% f1 € Aut (D). O



ROZDZIAYL 2

Operatory kompozycji na rozmaitosciach Steina

2.1. Wprowadzenie i przedstawienie wynikow

Niech Q bedzie sp6jng, N-wymiarowg rozmaitoscig Steina i niech ¢ : 2 — € be-
dzie odwzorowaniem holomorficznym. W tym rozdziale zajmiemy sie zagadnieniami
zwigzanymi z hipercyklicznoscig operatora kompozycji

Co:0)3 frs fopeO(Q).

Przez O(Q)) oznaczamy przestrzen funkcji holomorficznych prowadzacych z Q w C,
wyposazong w topologie zbieznosci niemal jednostajnej. Przypomnijmy, ze ciaghy
operator liniowy T : X — X na przestrzeni liniowo-topologicznej X jest hipercy-
kliczny, jezeli posiada orbite gesta w X. Wlasciwie, zajmowaé sie bedziemy pojecia-
mi nieco ogdlniejszymi: mowimy, ze T' jest hipercykliczny wzgledem rosnacego ciggu
(n)); C N, jezeli istnieje element z € X taki, ze zbiér {T™I(x) : | € N} jest gesty
w X, a dziedzicznie hipercykliczny wzgledem ciagu (n;);, jezeli jest hipercykliczny
wzgledem kazdego jego podciggu. Przez T bedziemy w tym rozdziale oznaczaé
n-krotne ztozenie odwzorowania 7.

Dla 2 bedacej obszarem na plaszczyznie zespolonej petna charakteryzacja od-
wzorowan ¢ indukujacych hipercykliczny operator C,, zostala podana w [Gro-Mor]
(w ktérej autorzy rozwazali ogblniejszy problem, ale wciaz na obszarach ptaskich).
W wyzszych wymiarach tematyka ta bylta badana w pewnych szczegdlnych przypad-
kach, np. dla  bedacej polidyskiem, kulg euklidesows lub catym CV (zob. np. [Ber] i
referencje w [Gro-Mor]), a takze w przestrzeniach innych niz O(€2), np. w przestrze-
niach funkcji R-analitycznych (np. [Bon-Doml]) lub w przestrzeniach ograniczonych
funkcji holomorficznych na obszarze w CV (np. [Gor]).

Przytoczymy teraz, w nieco zmienionej formie, wspomniany wynik charakteryzu-
jacy hipercykliczne operatory kompozycji dla obszaréw na ptaszczyznie zespolonej;
twierdzenie to jest nieco innym sformutowaniem [Gro-Mor, Twierdzenie 3.21].

Twierdzenie 2.1.1 ([Gro-Mor]). Niech Q) C C bedzie obszarem, niech ¢ € O(£2, )
i niech (ny); C N bedzie rosngeym ciggiem. Wtedy:

(1) Jezeli obszar S jest jednospojny lub nieskoticzenie spdjny, to operator Cy, jest
hipercykliczny wzgledem (ny); wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ jest iniekcjq, p(2) jest
obszarem Runge’go wzgledem €, a cigg (o), jest uciekajqcy.

(11) Jezeli obszar ) jest skonczenie spojny, ale niejednospdjny, to operator Cy, nie
jest hipercykliczny.

Ciag odwzorowan holomorficznych ( f,), C O(£, ) pomiedzy rozmaitosciami zespo-
lonymi €2, € bedziemy nazywaé uciekajgcym, jezeli dla dowolnych zbioréw zwartych
K C Q, L C € istnieje n € N takie, ze f,(K)N L = &, a niemal jednostajnie

41
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rozbieznym, jezeli dla dowolnych zbioréw zwartych K C Q, L C ' istnieje ng € N
takie, ze f,(K)N L = @ dla wszystkich n > ng. Natomiast obszar ptaski nazwiemy
skoniczenie spojnym (odp. nieskonczenie spdjnym), jezeli jego dopeienie C \ © ma
skoficzenie wiele (odp. nieskonczenie wiele) sktadowych sp6jnych. Temat obszarow
Runge’go przyblizamy w Dodatku, w podrozdziale 3.1.

Przytoczone Twierdzenie 2.1.1 sformutowane jest w terminach topologicznych,
ale - jak mozna sie przekonaé z jego dowodu i z rozwazan przeprowadzonych w ni-
niejszej pracy dla rozmaitodci wyzszego wymiaru - bardziej naturalnym jezykiem dla
omawianego problemu jest jezyk holomorficznej wypuktosci, a co za tym idzie, naj-
bardziej naturalng dziedzing badan sg rozmaitosci Steina. Glownym tego powodem
jest twierdzenie aproksymacyjne Oki-Weila (Twierdzenie 3.1.2), ktére w tym roz-
dziale bedzie naszym podstawowym narzedziem. Odnotujmy, ze w sytuacji jednowy-
miarowej holomorficzna wypukto$¢ daje sie opisa¢ przez warunki topologiczne przy
uzyciu klasycznego twierdzenia Runge’go, bedacego jednowymiarowa wersja twier-
dzenia Oki-Weila, a samo twierdzenie Runge’'go byto jednym z gtéwnych narzedzi
wykorzystanych w pracy [Gro-Mor].

Gléwnym wynikiem, ktory uzyskamy w tym rozdziale, jest Twierdzenie 2.1.2,
ktore teraz sformutujemy. W jego dowodzie wykorzystujemy pewne idee, ktére wy-
stapily juz w pracach innych autoréw, np. [Gro-Mor|, [Ber].

Twierdzenie 2.1.2. Niech Q) bedzie spojng rozmaitoscig Steina, niech ¢ € O(£2, )
i niech (ny); C N bedzie ciggiem rosngcym. Witedy:

(1) Operator Cy, jest hipercykliczny wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
iniekcjg oraz dla kazdego zwartego, O(Q)-wypuklego zbioru K C § istnieje
| € N takie, ze K N oM(K) = @ i zbior K U pl"(K) jest O(Q)-wypukty.

(1t) Operator C, jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy,
gdy @ jest iniekcjq oraz dla kazdego zwartego, O(Q)-wypuktego zbioru K C )
istnieje ly takie, Ze dla kazdego | > ly jest KNM(K) = @, a zbiér K U™ (K)
jest O(Q)-wypukty.

Wiecej informacji o zbiorach O(Q)-wypuktych mozna znalezé w podrozdziale 3.1.
Twierdzenie 2.1.2 moze by¢ takze przedstawione w nieco innej postaci, mianowicie:

Twierdzenie 2.1.3. Niech Q bedzie spéjng rozmaitoscig Steina, niech p € O(£2, Q)
i niech (ny); C N bedzie ciggiem rosngcym. Wtedy:

(1) Operator Cy, jest hipercykliczny wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
iniekcjq, () jest obszarem Runge’go wzgledem Q oraz dla kazdego zwartego,
O(Q)-wypuktego zbioru K C Q istnieje | € N takie, ze zbiory K, o™(K) sq
separowalne w ).

(1t) Operator C,, jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢ jest iniekcjq, () jest obszarem Runge’go wzgledem 2 oraz dla kazdego
zwartego, O(Q)-wypuklego zbioru K C ) istnieje ly takie, Ze dla kazdego | > Iy
zhiory K, o"(K) sq separowalne w €.

Dwa zwarte podzbiory K,L C () bedziemy na potrzeby tego rozdziatu nazywac
separowalnymi, jezeli istnieje funkcja F' € O(Q) oddzielajgca te zbiory, tzn. taka, ze
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otoczki wielomianowe zbiorow F(K), F(L) sa roztaczne. Pewne wlasnosci zbiorow
separowalnych przedstawimy w podrozdziale 2.2.2.

Korzystajac z Twierdzenia 2.1.3, udowodnimy nastepujace kryterium na dzie-
dziczna hipercyklicznosé operatora C,:

Whniosek 2.1.4. Niech Q bedzie spéjng rozmaitoscig Steina, niech ¢ € O(£, ) i
niech (n;); C N bedzie ciggiem rosngeym. Zaloimy, ze ¢ jest iniekcja, a p(S2) jest
obszarem Runge’qo wzgledem ). Jezeli istnieje punkt zg € Q) taki, Ze

lim cq(z0, ¢™!(20)) = o0,
=00
to operator C,, jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem (ny);.

Przez cq : 2 x Q — [0, 00) oznaczyli$émy tutaj pseudoodlegtosé Carathéodory’ego na
Q, tzn.

co(z,w) = sup{p(F(z),F(w)): FeO,D)}
= sup{p(0, F(w)): F € O(Q,D), F(z) =0}, z,w € .

Jak widzimy, w twierdzeniach dla rozmaitosci wyzszego wymiaru nastapita pewna
zmiana w stosunku do twierdzenia dla obszaru na ptaszczyznie: warunek ,zbiory K,
@"(K) sa roztaczne dla pewnego [ € N” (ktéry sprowadza sie do tego, ze ciag (o),
jest uciekajacy), zostat zastapiony warunkiem ,zbiory K, ¢l"l(K) sa separowalne
w ) dla pewnego [ € N”. Jest to zmiana dos¢ powazna, gdyz na ogdél nietatwe
jest rozstrzygniecie, czy suma dwdch zwartych, O(Q)-wypuktych zbioréw jest O()-
wypukta, i zarazem konieczna, gdyz pierwszy z wymienionych warunkéw przestaje
by¢ wystarczajacy dla hipercyklicznosci juz w bardzo prostej sytuacji, gdy 2 = D,
o(z) = %z, lub ogélniej: Q = D, x DV~1, N > 1, przy takim samym ¢. Niemniej
jednak okazuje sie, ze w pewnej klasie rozmaitosci Steina hipercykliczno$é operatora
C, mimo wszystko daje si¢ opisa¢ przy pomocy tego pierwszego warunku. Moéwi o
tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.5. Niech ) bedzie spojng rozmaitoscig Steina, w ktorej istnieje
punkt zo € ) taki, Ze

i, eolesz0) =0

niech ¢ € O(Q,Q) i niech (n;); C N bedzie ciggiem rosngcym. Wtedy:
(1) C, jest hipercykliczny wzgledem (n;), wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest iniekcjq,
©(Q) jest obszarem Runge’go wzgledem 2, a cigg (™), jest uciekajqgcy.
(11) C, jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
iniekcig, () jest obszarem Runge’go wzgledem 2, a cigg (™), jest niemal
jednostajnie rozbiezny.

Przez oo oznaczylismy tutaj punkt ,dodany” przy klasycznym, jednopunktowym
uzwarceniu Q, := QU {ooq} lokalnie zwartej przestrzeni topologicznej 2. Warunek

ol z0) =

(ktory, jesli zachodzi dla pewnego zg, to wobec nieréwnosci trojkata, zachodzi dla
wszystkich) oznacza, iz wszystkie kule wzgledem pseudoodlegtosci Carathéodory’ego
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sa wzglednie zwarte w (2. Jest ono spelnione np. przez ograniczone obszary wypukte,
obszary Scisle pseudowypukte, itd.

W podrozdziale 2.3 wykazemy jeszcze twierdzenie méwigce o tym, ze w pew-
nych klasach rozmaitosci Steina hipercykliczno$¢ operatora C, pociaga za sobg je-
go dziedziczng hipercyklicznos¢. Jednakze nie wiemy, czy wltasnos¢ ta zachodzi we
wszystkich spéjnych rozmaitosciach Steina.

Twierdzenie 2.1.6. Niech 2 bedzie spojng rozmaitoscig Steina takq, Ze zachodzi co
najmniej jeden z ponizszych warunkow:

(1) istnieje punkt zy € Q taki, Ze limgs,eoq Ca(2, 20) = 00, lub

(i1) QU jest jednospdjnym lub nieskoniczenie spojnym obszarem w C.
Wtedy, jezeli p € O(2,Q) jest takie, Ze operator C,, jest hipercykliczny, to jest on
dziedzicznie hipercykliczny.

2.2. Podstawowe pojecia i definicje

W tym podrozdziale przypomnimy pewne pojecia i klasyczne twierdzenia zwia-
zane z operatorami hipercyklicznymi, obszarami Runge’go i zbiorami holomorficznie
wypuktymi.

2.2.1. Operatory hipercykliczne. Fakty przytoczone w tym podrozdziale,
oraz wiele innych, mozna znalezé w pracy przegladowej [Gro99]. Rozwazane tutaj
przestrzenie wektorowe lezg nad ciatem C.

Definicja 2.2.1. Niech 7,, : X — X, n € N, beda ciagtymi odwzorowaniami na
przestrzeni topologicznej X.
(i) Méwimy, ze ciag (T,), jest topologicznie tranzytywny, jesli dla dowolnych niepu-
stych, otwartych podzbioréw U,V C X istnieje n € N takie, ze T,,(U)NV # @.
(ii) Element x € X nazywamy elementem uniwersalnym dla (71),),, jezeli zbiér
{T,(z) : n € N} jest gesty w zbiorze X.
(iii) Méwimy, ze ciag (T,,)n, jest uniwersalny, jezeli ma chociaz jeden element uni-
wersalny.

Definicja 2.2.2. Niech T : X — X bedzie ciaggltym operatorem liniowym na prze-
strzeni liniowo-topologicznej X, a (n;); C N niech bedzie ciggiem rosnacym.
(i) Méwimy, ze operator T' jest hipercykliczny wzgledem (ny);, jezeli ciag (TT),
jest uniwersalny.

(ii) Méwimy, ze operator T jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem (ny);, jesli T
jest hipercykliczny wzgledem kazdego podciagu ciagu (n;);.

(iii) Operator T nazywamy krotko hipercyklicznym (odp. dziedzicznie hipercyklicz-
nym), jezeli jest on hipercykliczny (odp. dziedzicznie hipercykliczny) wzgledem
pelnego ciggu liczb naturalnych (n),en.

(iv) Jezeli T jest hipercykliczny, to kazdy uniwersalny element ciggu (7), nazy-
wamy wektorem hipercyklicznym.

Wprost z powyzszej definicji wynika, ze zachodzg nastepujace implikacje: T' jest
dziedzicznie hipercykliczny = T jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem (n;); =
T jest hipercykliczny wzgledem (n;); = T jest hipercykliczny.
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Odnotujmy, ze u niektérych autoréw operatory dziedzicznie hipercykliczne (w
sensie punktu (iii)) wystepuja pod nazwa operatordéw silnie dziedzicznie hipercyklicz-
nych, podczas gdy okreslenie ,dziedzicznie hipercykliczne” oznacza tam operatory
dziedzicznie hipercykliczne wzgledem pewnego rosnacego ciaggu liczb naturalnych.

Przypomnimy teraz dwa klasyczne wyniki dotyczace wtasnosci rodzin uniwersal-
nych. Autorem pierwszego z nich jest Grosse-Erdmann (zob. [Gro87, Twierdzenie
1.2.2] lub [Gro99, Twierdzenie 1]), natomiast drugiego A. Peris (zob. np. [Gro99,
Propozycja 1]).

Twierdzenie 2.2.3. Niech X bedzie osrodkowq przestrzenig Frécheta. Ciag (T),),
cigglych odwzorowan T, : X — X jest topologicznie tranzytywny wtedy i tylko wtedy,
gdy zbior jego elementow uniwersalnych jest gesty w X.

Ponadto, w takiej sytuacji zbior elementéow uniwersalnych ciggu (1)), jest gestym
podzbiorem X typu Gs.

Twierdzenie 2.2.4. Niech X bedzie osrodkowq przestrzeniq Frécheta i niech (T),).,
bedzie ciggiem cigglych odwzorowan T, : X — X takich, Ze obraz kazdego z nich jest
gesty w X. Zalozmy, zZe spelniony jest warunek:

1,01, =1,0T, dlam,n e N.
Wtedy zbior elementéw uniwersalnych ciggu (T,,),, jest pusty lub gesty w X.

Z powyzszych twierdzen mozemy wyciagna¢ nastepujacy wniosek, ktory bedziemy
bezposrednio stosowa¢ w tym rozdziale:

Whniosek 2.2.5. Niech X bedzie osrodkowq przestrzeniq Frécheta, niech T : X — X
bedzie cigglym operatorem liniowym, i niech (n;), C N bedzie ciggiem rosngcym.

Operator T jest hipercykliczny wzgledem (ng); wtedy i tylko wtedy, gdy cigg (T™™)),
jest topologicznie tranzytywny. W takiej sytuacyi zbior elementéw uniwersalnych ciggu
(TP, jest gestym podzbiorem X typu Gs.

2.2.2. Otoczki holomorficzne. Udowodnimy teraz pewne wtasnosci otoczek
holomorficznych zbioréow zwartych, z ktérych bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci
tego rozdziatu. Definicje i pewne podstawowe fakty zwigzane z tym pojeciem pre-
zentujemy w Dodatku, w podrozdziale 3.1.

Dla obszaréw plaskich zachodzi nastepujace twierdzenie (zob. np. [Hor, Twier-
dzenie 1.3.3]):

Twierdzenie 2.2.6. Jezeli 2 C C jest obszarem, a K C ) jest zbiorem zwartym,
to zbior Kq jest sumgq zbioru K oraz tych skladowych spéjnych zbioru Q\ K, ktore
sq wzglednie zwarte w ).

~

Whniosek 2.2.7. Jezeli zbiory K, L C C sqg zwarte oraz K N L= J, to zachodzi
rownos¢ K UL = KU L.

Dow6p WNIOSKU 2.2.7. Oprécz Twierdzenia 2.2.6 wykorzystamy tutaj pewien
topologiczny fakt, znany jako twierdzenie Janiszewskiego (zob. np. [New, str. 110]):
jezeli zbiory A, B C C sg zwarte, a ich przeciecie jest puste lub spéjne, to dla
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dowolnych z,w € C\ (AU B), jesli z, w nie sa rozdzielone ani przez zbiér A, ani
przez zbiér B, to nie sg rozdzielone przez zbiér AU B. W tym dowodzie dwa punkty
z,w € C\ C bedziemy nazywaé rozdzielonymi przez zbiér zwarty C' C C, jezeli nie
leza w tej samej sktadowej spdjnej zbioru C\ C.

Niech K, L bedg jak w zalozeniach. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
K = K L=1L.To oznacza, ze zbiory C\ K, C\ L sa sp6jne. Wobec twierdzenia
Janiszewskiego, zbior C\ (K U L) takze jest spdjny. Teraz pozadana réwnosé wynika
wprost z Twierdzenia 2.2.6, O

Warto podkresli¢, ze rownos$é ta zachodzi dla otoczek wielomianowych na
plaszczyznie zespolonej, natomiast w ogdlnosci jest falszywa, nawet dla otoczek
holomorficznych dla innych obszaréw plaskich czy otoczek wielomianowych w CV
przy N > 2. W tej drugiej sytuacji réwnos$¢ nie zachodzi np. dla zbioréw K = f(T),
L = f(2T), gdzie f(A) = (A, 1), A € C,, bowiem

KUL=KULC f((TU2T) %) C (f(TU2T)) = (KUL)™
(mozna sprawdzi¢, ze zbiory K, L sa wielomianowo wypukle w C?).

Definicja 2.2.8. Niech (2 bedzie spojna rozmaitoscig Steina. Zbiory zwarte K, L C
Q nazywamy separowalnymi w Q, jezeli istnieje funkcja F' € O(Q2) oddzielajgca K i
L, tzn. spetiajaca warunek

—

F(K)NF(L) = o.
Jezeli K, L sa separowalne w {2, to zachodzi
KoNLg=o

gdyz Ko C FY(F(K)) oraz Lo C F~Y(F(L)). Jednak w ogélnosci warunek ten nie
wystarcza do tego, aby K i L byly separowalne. Wyjatkiem jest przypadek ptasz-
czyzny zespolonej: zbiory zwarte K, L C C sa separowalne w C wtedy i tylko wtedy,
gdy KNL = @; wlasnosé ta wynika z Wniosku 2.2.7 i Lematu 2.2.9 (ktéry za chwile
udowodnimy).

Podamy teraz dwa lematy przedstawiajace pewne naturalne wtasnosci otoczki
holomorficznej sumy dwoch zbioréw zwartych. W przypadku otoczek wielomiano-
wych w CV mozna znalezé te lematy (w nieco ogélniejszej formie) np. w ksigzce
[Sto] (Twierdzenie 1.6.19 i Wniosek 1.5.4), jednakze w przypadku ogdlnym nie uda-
to nam sie znalez¢ ich w formie odpowiedniej dla naszych zastosowan, dlatego ponizej
prezentujemy szkice dowodow.

Lemat 2.2.9. Niech ) bedzie spojng rozmaitoscig Steina i niech K, L C ) bedg
zbiorami zwartymi. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) zbiory K, L sq separowalne w €2,

(i) istniejqg otwarte i rozlgczne zbiory U,V C Q takie, Ze Kq C U, Lo C V oraz

(KUL)qCcUUYV,
(11i) zachodzi Kq N Lo =@ oraz (K UL) = KqU Lq.
W szezegolnodei, jesli K, L sq rozlgezne i O(Q)-wypukle, to suma K U L jest

O(Q)-wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy K i L sq separowalne w S2.
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Jak zobaczymy w ponizszym dowodzie, jezeli K, L sg separowalne, to dla danego
e € (0,3) mozna znalezé funkcje oddzielajaca F' € O(Q) taka, ze F(K) C €D oraz
F(L) C 1+ €D.

SzKIC DOWODU. (iii) = (i): Rozwazmy funkcje f réwna 0 w pewnym otoczeniu
zbioru Ko i réwna 1 w pewnym otoczeniu zbioru Lg. Wobec (iii), funkcja ta jest
holomorficzna w otoczeniu O(2)-wypuktego zbioru (K U L) g, wiec na mocy Twier-
dzenia Oki-Weila mozemy ja aproksymowaé¢ jednostajnie na tym zbiorze funkcjami
holomorficznymi na €. Zatem istnieje funkcja F € O(Q) taka, ze |F — f| < 3 na
(K UL) g i funkcja ta oddziela zbiory K, L.

(i) = (ii): Potézmy U := F~Y(U,),V = F1(V}), gdzie Uy, Vi sa pewnymi
roztacznymi otoczeniami otwartymi zbioréw (F(K)) ~, (F(L)) ~ (odpowiednio). Z
warunku (F(K)) "N (F(L)) = = @ wynika, ze (F(K)UF(L)) =~ = (F(K)) " U
(F(L))™. To pociaga za soba (K UL) o C F"'(F(KUL))") cUUV.

(ii) = (iii): Inkluzja z prawej do lewej strony jest natychmiastowa. Zajmijmy sie
wykazaniem inkluzji przeciwnej. Ustalmy zy € I := (K U L) . Bez straty ogélnosci
mozemy zalozyé, ze z € U. Pokazemy, ze zp € Kq. Z warunku (ii) wynika, ze
funkcja charakterystyczna xy zbioru U, zawezona do zbioru UUV | jest holomorficzna
w pewnym otoczeniu O(Q)-wypuktego zbioru I, wiec istnieje ciag (g,), C O(Q)
zbiezny jednostajnie do xy na I. Dla dowolnej funkeji f € O(Q) ciag (fgn)n zmierza
jednostajnie do fxy na I, wiec

[/ (20)] = lim |f(z0)gn(20)| < lim sup [f(z)gn(2)| = sup|[f(2)].
n—00 n—=0 ;e KUL zeK

To oznacza, ze 2y € Kq. Dowdd jest zakonczony. ([l

Lemat 2.2.10. Niech ) bedzie spojng rozmaitoscig Steina i niech K, L C ) bedg
zbiorami zwartymi. Jezeli K N L = &, a zbior K U L jest O(Q)-wypukly, to zbiory
K, L sqg O(Q)-wypukle.

DowOD. Jak w poprzednim dowodzie, istnieje funkcja F' € O((2) taka, ze |F| < 3
na K i |F —1| < 1 na L. Mamy Ko C K UL oraz

RonLc P! (f(f?)) NFYF(L) c F (%]D)) nF (1 + %D) — o,

wiec IA(QCK. ([l

2.3. Warunki konieczne i wystarczajgce dla hipercyklicznosci C,

Zaczniemy od sformutowania warunkéw koniecznych. Warunki te lub do nich
podobne pojawiaty si¢ juz w innych pracach o zblizonej tematyce, wspomnianych w
podrozdziale 2.1.

Propozycja 2.3.1. Niech  bedzie spdjng rozmaitoscig Steina, niech o € O(£2,Q) i
niech (n;); C N bedzie ciggiem rosngcym. Zalozmy, ze operator Cy, jest hipercykliczny
wzgledem (ny);. Wtedy:

(i) odwzorowanie ¢ jest iniekcjq,

(i1) obszar o(Q) jest obszarem Runge’go wzgledem €2,
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(iii) cigg (©™); jest uciekajgcy.

Uwaga 2.3.2. Odnotujmy, ze z warunku (i) wynika, ze ¢ jest biholomorfizmem na
obraz. To oznacza, ze ¢(£2) jest obszarem w (2, a ze struktura indukowana z € jest
rozmaitoscia Steina. Z warunkéw (i) i (i) wynika, ze dla kazdego O(Q)-wypuktego
zbioru zwartego K C Q zbior ¢(K) jest O(Q2)-wypukty (zob. Twierdzenie 3.1.3). W
szczegélnoéei, dla n € N zbidr ¢l (K) takze jest O(Q)-wypukly.

DowOD ProprozycJi 2.3.1. Niech f bedzie elementem uniwersalnym dla ciggu
(C,lM)y,. Pierwszy punkt wynika z tego, ze O(f2) rozdziela punkty Q. By wykazaé
drugi, musimy udowodni¢, ze funkcje gly), 9 € O(R), sa geste w O(¢(R2)). Jezeli
h € O(p(Q)), to hop € O(RQ), wiec istnieje ciag (1) taki, ze fopl™s] — hop niemal
jednostajnie na Q. Zatem f o o™~ — h niemal jednostajnie na ¢(2), poniewaz ¢
jest homeomorfizmem na obraz.

Wykazemy teraz trzeci punkt. Ustalmy zwarty zbior K C 2. Dla kazdego 7 € N
istnieje [; takie, ze |f o go[n’d] —jl < % na K. 7Z tego wynika, ze

inf |f(2)] = nf [f oo™ (2)] 2 j — = > sup|f(2)]
zep U (K) Z€ J  zeK

dla odpowiednio duzych j. To oznacza, ze ™ ](K INK =0. O
Warunki konieczne dla dziedzicznej hipercyklicznosci sa bardzo podobne:

Propozycja 2.3.3. Niech Q) bedzie spéjng rozmaitoscig Steina, niech ¢ € O(£2, Q)
i niech (ny); C N bedzie ciggiem rosngcym. Zaldzimy, ze operator C., jest dziedzicznie
hipercykliczny wzgledem (ny);. Wtedy:

(i) odwzorowanie p jest iniekcjq,

(ii) obszar ¢(Q2) jest obszarem Runge’go wzgledem €2,
(iii) cigg (©™); jest niemal jednostajnie rozbiezny.

DowOD. Pierwsze dwa punkty wynikajg z poprzedniej propozycji. Ostatni wy-
nika z faktu, iz ciagg odwzorowan holomorficznych jest niemal jednostajnie rozbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podciag jest uciekajacy. 0

Za chwile udowodnimy Twierdzenia 2.1.2 i 2.1.3. Wykorzystamy do tego réw-
nowaznos¢ hipercyklicznodci i topologicznej tranzytywnosci operatora C, (Wniosek
2.2.5), i bada¢ bedziemy wtasnie te ostatnig wlasno$é. Podobny argument wyko-
rzystano w sytuacji jednowymiarowej w pracy [Gro-Mor|. Nastepujaca obserwacja
przedstawia, co doktadnie znaczy topologiczna tranzytywnos¢ operatora C,:

Obserwacja 2.3.4. Niech Q bedzie spojng rozmaitoscig Steina, niech odwzorowanie
© € O(Q,Q) bedzie iniektywne i niech (n;); C N bedzie ciggiem rosngcym.

Cigg odwzorowan (C@["l})l jest topologicznie tranzytywny wtedy @ tylko wtedy, gdy
dla dowolnych € > 0, zwartego, O(Q)-wypuklego zbioru K C Q i funkcji g,h € O(Q)
istniejg | € N oraz f € O(R) takie, ze

If —gl <ena K, |f —ho@ ™| <ena oM(K). (2.3.1)
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DowOD. Baza topologii przestrzeni O(2) sktada sie ze zbiorow
WfO,K,e = {f € O(Q) : ’f — fo’ < € na K},

gdzie fo € O(Q), € > 0, a zbior K C Q jest zwarty. W takim razie, ciag (Cw[”l])l
jest topologicznie tranzytywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych € > 0, zbioru
zwartego K C Q i funkcji g, h € O(Q) istnieja [ € N oraz f € O(NQ) takie, ze

If —g| <ena K, |fop™ —h| <ena K.

Skoro (2 jest przeliczalna w nieskoniczonosci, to jest wyczerpywalna O(£2)-wypuklymi
zbiorami zwartymi (zob. podrozdzial 3.1), wiec mozemy w powyzszym warunku roz-
wazac jedynie takie zbiory K. Z iniektywnosci odwzorowania ¢ wynika, ze powyzszy
warunek jest réwnowazny warunkowi (2.3.1). O

DowOD TWIERDZENIA 2.1.2. Zaczniemy od punktu (i). Zalézmy, ze operator
C, jest hipercykliczny wzgledem (n;);. Wtedy zachodzi warunek (2.3.1). Ustalmy
zwarty, O(Q)-wypukly zbior K C Q. Z Propozycji 2.3.1 i Uwagi 2.3.2 wynika, ze
zbior M (K) jest O(Q)-wypukly. Stosujac warunek (2.3.1) dla ¢ = 0, h = 1,
e = 1 otrzymujemy, ze dla pewnych f € O(Q), I € N zachodzi f(K) C 1D oraz
fleM(K)) c 1+ sD. To oznacza, ze zbiory K, @M K) s separowalne w €, co na
mocy Lematu 2.2.9 pociaga za soba O(Q)-wypuktogé zbioru K U o™l (K).

Zatézmy teraz, ze zachodzi warunek podany w punkcie (i) Twierdzenia 2.1.2.
Pokazemy, ze zachodzi (2.3.1), co pociagnie za soba hipercyklicznosé¢ operatora C,
wzgledem ciagu (n;);. Ustalmy zwarty, O(Q)-wypukty zbior K C €, liczbe € > 0
i funkcje g,h € O(). Wezmy [ takie, ze K N pl"(K) = @, a zbiér I := K U
oM(K) jest O(Q)-wypukly. Funkcja f zdefiniowana jako g w otoczeniu K i jako ho
@Il w otoczeniu ™I (K) jest dobrze okreélong funkcja holomorficzng w otoczeniu
O(Q)-wypuktego zbioru I. Na mocy twierdzenia Oki-Weila mozemy ja aproksymowaé
jednostajnie na I funkcjami z rodziny O(£2). To oznacza, ze istnieje f € O({2) takie,
ze |f — f] <enal, czyli |f —g| < ena K oraz |f — ho ¢ol™l| < € na p"(K), a
wiec spelniony jest warunek (2.3.1).

Punkt (ii) Twierdzenia 2.1.2 jest natychmiastows konsekwencja punktu (i), po-
niewaz warunek po prawej stronie (ii) nie zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
(n;); ma podciag niespelniajacy warunku z punktu (i). O

N =

Dow6D TWIERDZENIA 2.1.3. To, ze warunki w kazdym z punktéw sg wystar-
czajace dla hipercyklicznosci lub dziedzicznej hipercyklicznosci (odpowiednio), wy-
nika z Twierdzenia 2.1.2: jesli zbiory K, ¢™l(K) sa separowalne w Q, to wobec
Lematu 2.2.9 ich suma jest O(Q)-wypukta (zbiér ¢"(K) jest O(Q)-wypukly, jesli
K taki jest, poniewaz ¢(€2) jest obszarem Runge’go wzgledem €, a ¢ jest iniekcja,
czyli biholomorfizmem na obraz). Z kolei to, ze warunki w obu punktach sa koniecz-
ne, wynika od razu z Twierdzenia 2.1.2, Lematu 2.2.9 oraz warunkéw koniecznych
sformutowanych w Propozycjach 2.3.1, 2.3.3. U

Wilasciwie, z Twierdzenia 2.1.3 wynika, ze (dla iniektywnego odwzorowania ¢ o
obrazie bedacym obszarem Runge’go wzgledem Q) dla hipercyklicznosci C, wzgle-
dem (n;); wystarczy udowodni¢ warunek (2.3.1) dla g = 0, h = 1ie = 3, tzn.
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udowodnié, ze dla kazdego zwartego, O(2)-wypuklego zbioru K C (Q istnieja [ € N,
f € O(Q) takie, ze

lf] < % na K, |[f—1] < % na go["l](K).

DowOD WNIOSKU 2.1.4. Kazdy podciag ciggu (n;); spelnia te same zalozenia,
wiec wystarczy wykazaé hipercyklicznosé C, wzgledem (ny);. Z zatozen oraz definicji
cq wynika, ze istnieje ciag (F); C O(S2, D) taki, ze Fi(zy) = 0 oraz Fy(pl"l(2)) — 1,
gdy | — oo. Korzystajac z twierdzenia Montela i przechodzac do podciggu mozemy
zatozy¢, ze Fyopl™l — G oraz F; — H niemal jednostajnie na Q dla pewnych funkcji
G,H € O(9) takich, ze G(Q2), H(Q2) € D. Skoro G(z) = 11 H(z) = 0, na mocy
zasady maksimum mamy G =11 H(Q2) C D.

Ustalmy zwarty, O(Q2)-wypukty zbior K C €. Istnieje liczba o € (0, 1) taka, ze
H(K) C oD, wiec dla odpowiednio duzych | mamy Fj(K) C aD. Z drugiej strony,
Fi(e™(K)) € 14 (1 —a)D dla duzych [, poniewaz F; o Il — 1. Zatem dla duzych
| funkcja F; oddziela zbiory K, @™(K). Teza wynika teraz z Twierdzenia 2.1.3. O

Udowodnimy teraz Twierdzenie 2.1.5. Odnotujmy, ze warunki z tego twierdzenia
to po prostu koniunkcje (odpowiednio) warunkéw (i), (ii), (iii) z Propozycji 2.3.1
oraz warunkéw (i), (ii), (iii) z Propozycji 2.3.3.

DowOD TWIERDZENIA 2.1.5. Wykazemy jedynie pierwsza cze$é¢ twierdzenia,
gdyz dowdd drugiej jest niemal identyczny. Zalézmy, ze ¢ jest iniekcja, p(£2) jest
obszarem Runge’go wzgledem €2, a ciag (™), jest uciekajacy. Przechodzac ewentu-
alnie do podciggu mozemy zatozyé, ze cigg (¢™); jest niemal jednostajnie rozbiezny
w O(Q, Q). Wtedy ¢"(2) = ooq, czyli cq(z0, o™ (20)) — 00, a wiec teza wynika z
Whiosku 2.1.4. O

Obserwacja 2.3.5. Niech Q bedzie spojng rozmaitoscig Steina, niech ¢ € O(S2,Q)
i niech (ny); C N bedzie ciggiem rosngcym. Wtedy operator C,, jest hipercykliczny
wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy, gdy cigg (ny); ma podcigg, wzgledem ktorego jest
on dziedzicznie hipercykliczny.

Nieco podobna obserwacja pojawita sie w [Gro-Mor, Sekcja 3.6]. Niemniej jed-
nak, jak méwi Twierdzenie 2.1.6, w pewnych €2 zachodzi mocniejsza wtasnosé.

DowOD. Zatézmy, ze C,, jest hipercykliczny wzgledem (n;); 1 ustalmy ciag (K,),
zbioréw zwartych i O(Q)-wypuklych, wyczerpujacy €2 (zob. Definicja 3.1.1 (i)). Z
Twierdzenia 2.1.3 wynika, ze dla kazdego p € N istnieje [, takie, ze zbiory K,,
o'l (K,) sa separowalne w Q. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze ciag (1,),
jest rosngcy. Zauwazmy, ze operator C, jest dziedzicznie hipercykliczny wzgledem
(n4, ) - Rzeczywiscie, jesli zbior K C ) jest zwarty, to istnieje po takie, ze K C K,
dla kazdego > jio, co oznacza, ze zbiory K, ¢™ul(K) sg separowalne w Q. O

Za chwile udowodnimy Twierdzenie 2.1.6. Wczesniej jednak, przypomnijmy na-
stepujacy fakt (zob. [Aba91, Twierdzenie 1.1] lub [Aba89, Twierdzenie 2.4.3)):

Twierdzenie 2.3.6. Niech ) bedzie spojng rozmaitoscig typu taut @ niech ¢ €
O(Q, Q). Jezeli cigg (™), nie jest niemal jednostajnie rozbieiny w O(Q,Q), to jest
wzglednie zwarty w O(Q, Q).
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DowOD TWIERDZENIA 2.1.6. Zalézmy, ze Q # C. Jedli  spelnia zatozenie (i),
to Q jest typu taut (zob. np. Propozycja 3.2.3), a jesli Q spelnia zatozenie (ii), to
zbiér C\ © ma wiecej niz jeden element, a wiec €2 takze jest typu taut (zob. [Jar-Pfl,
Uwaga 3.2.3 (d)]). Tak wiec Q jest typu taut.

Wezmy odwzorowanie holomorficzne ¢ : € — ) takie, ze operator C,, jest hi-
percykliczny (wzgledem pelnego ciggu liczb naturalnych). Skoro ciag (™), jest
uciekajacy, to zbiér jego wyrazéw nie moze by¢ relatywnie zwarty w O(€2, Q). Wo-
bec Twierdzenia 2.3.6, ciagg ten jest niemal jednostajnie rozbiezny i w konsekwencji,
kazdy jego podciag jest uciekajacy. Korzystajac z Twierdzenia 2.1.1 lub 2.1.5 otrzy-
mujemy, ze operator C,, jest hipercykliczny wzgledem kazdego rosngcego ciggu liczb
naturalnych. Innymi stowy, operator C, jest dziedzicznie hipercykliczny.

Pozostal do rozwazenia przypadek Q = C. Wezmy ¢ € O(C,C), dla ktérego
operator C,, jest hipercykliczny. Z twierdzenia Picarda wynika, ze zbiér C\ ¢(C) jest
co najwyzej jednoelementowy. Ale skoro ¢ jest homeomorfizmem na obraz, musi za-
chodzi¢ réwnosé ¢(C) = C, a wiec ¢ jest automorfizmem plaszczyzny zespolonej. To
oznacza, ze ¢ jest odwzorowaniem afinicznym. Teraz wystarczy skorzystaé z [Ber,
Twierdzenie 3.1], ktére moéwi (w szczegblnosei), ze dla ¢ bedacego afinicznym endo-
morfizmem CV, operator C, : O(CY) — O(CY) jest hipercykliczny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest dziedzicznie hipercykliczny. O

Uwaga 2.3.7. Podobne rozumowanie jak w dowodzie Twierdzenia 2.1.6 mozna prze-
prowadzi¢ dla kazdej spdjnej rozmaitosci Steina () bedacej typu taut i posiadajacej
nastepujaca wtasnos¢: dla kazdego odwzorowania ¢ € O(€, ) i kazdego rosnacego
ciagu (n;); C N, jesli ¢ jest iniekcja, ¢(€2) jest obszarem Runge’go wzgledem €2, a ciag
(¢l jest uciekajacy, to operator C, jest hipercykliczny wzgledem (n;);. Whasnodé
ta znaczy doktadnie tyle, ze warunki (i), (ii), (iii) z Propozycji 2.3.3 sa wystarczaja-
ce dla hipercyklicznosci C,, w €1, i ma ja kazda () spetniajaca zatozenia Twierdzenia
2.1.6.

Dla liczby naturalnej M rozwazmy operator
Conr - O(Q,CM) 3 f s fop e O(Q,CY)

(92 dalej jest spojng rozmaitoécig Steina). Przestrzen O(§2, CM) (z topologia zbiezno-
$ci niemal jednostajnej) mozemy utozsami¢ z przestrzeniag O(Q)M | a operator C, ys
7 operatorem
Cp X ...x C,: O(QM = O(Q)M.

Ponizej, przeprowadzajac podobne rozumowanie jak w dowodzie Twierdzenia 2.1.2
pokazemy, ze C, s jest hipercykliczny wzgledem (n;); wtedy i tylko wtedy, gdy C.,
jest taki (Propozycja 2.3.8). W takiej sytuacji zbior elementéw uniwersalnych ciagu
(Cy, ™) jest gestym podzbiorem O(Q, CM) typu Gs. Wykorzystujac pewne zna-
ne wtlasnosci rozmaitosci Steina mozna pokazac¢, iz dla odpowiedniego M ,wiele”
spoérod elementéw uniwersalnych ciagu (Co, ™), ma pewne dodatkowe wlasnogci
(Propozycja 2.3.9). Stowo ,wiele” oznacza tutaj, ze elementy te tworza zbior zawie-
rajacy gesty podzbiér O(Q, CM) typu G;.

Propozycja 2.3.8. Niech Q) bedzie spéjng rozmaitoscig Steina, niech ¢ € O(£2, )
i niech (ny); C N bedzie ciggiem rosngcym.
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Wtedy dla kazdego M > 1 operator C,  jest hipercykliczny (odp. dziedzicznie
hipercykliczny) wzgledem (ny); wtedy i tylko wtedy, gdy operator C., jest hipercykliczny
(odp. dziedzicznie hipercykliczny) wzgledem (ny);.

DowOD. Naturalnie, wystarczy rozwazy¢ jedynie przypadek hipercyklicznosci.
Jezeli C, u jest hipercykliczny wzgledem (ny);, to C,, takze, bowiem kazdy uniwersal-
ny element (fi,..., fy) dla ciagu (C’%M["l])l ma sktadowe f, ..., fasr bedace elemen-
tami uniwersalnymi dla ciaggu (C’w["l])l. By wykaza¢ odwrotna implikacje, zatozmy, ze
C,, jest hipercykliczny wzgledem (n;);. Oczywiscie, odwzorowanie ¢ jest wtedy iniek-
cja. Wobec Wniosku 2.2.5 wystarczy pokazac, ze ciag (C,, m™)) jest topologicznie
tranzytywny. Baze topologii przestrzeni O(Q2, CM) tworza zbiory postaci

ngy---79M7K75 = {(f17’fM) € O(Q7CM) : |f] _gj| < e€ena Ka] = 1a"'7M}7

gdzie g1,...,9m € O(Q), € > 0, a zbidér K C Q jest zwarty.

Ustalmy liczbe € > 0, zwarty, O(Q)-wypukty zbiér K C Q i funkcje g1, ..., gu,
hi,...,hy € O(Q). Z Twierdzenia 2.1.2 wynika, ze istnieje [ € N takie, ze zbiory K,
@"(K) sg roztgczne, a ich suma jest O(Q)-wypukla. Zauwazmy, ze istnieja funkcje
fi,-., fa € O(Q) takie, ze dla j = 1,..., M zachodzi

If; —gjl <ena K, |f; — hjo ™| < ena oM(K). (2.3.2)

Istotnie, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.1.2, jest to konsekwencja twier-
dzenia Oki-Weila: funkcje f; zdefiniowane jako g; w pewnym otoczeniu zbioru K i
jako hj o @l™™ w pewnym otoczeniu zbioru ¢I™!(K) moga byé¢ aproksymowane na
O(Q)-wypuklym zbiorze K U ™! (K) przez funkcje holomorficzne na €. Z warunku
(2.3.2) wynika z kolei, ze

|fi — 9;| < e na K, |fjog0["l]—hj|<€naK,

czyli
O%M[nl}(ngy---,gM,K,s) N Whh---ﬁmeﬁ 7é 9,

a to oznacza, ze ciag (C.,, m™)) jest topologicznie tranzytywny. O

Ponizszej propozycji uzywamy nastepujacych pojeé: odwzorowanie f € O(Q2, CM)
nazywamy tutaj regularnym, jesli jego pochodna w kazdym punkcie jest monomor-
fizmem, a prawie wtasciwym, jesli dla dowolnego zbioru zwartego K C CM kazda
sktadowa spojna zbioru f~!(K) jest zwarta.

Propozycja 2.3.9. Niech Q) bedzie spojng N -wymiarowq rozmaito$cig Steina, niech
© € O(,Q) 1 niech (ny); C N bedzie ciggiem rosngeym. Zalézmy, ze C,, jest hiper-
cykliczny wzgledem (n;);. Wtedy:

(1) Jeieli M > N, to zbidr wszystkich prawie wtasciwych odwzorowan holomor-
ficznych f : Q — CM bedgeych elementami uniwersalnymi ciggu (C’%M["l])l,
zawiera gesty podzbior O(Q, CM) typu Gjs.

(i1) Jezeli M > 2N, to zbior wszystkich reqularnych, prawie wiasciwych odwzoro-
wan holomorficznych f : Q — CM | bedgeych elementami uniwersalnymi ciggu
(Conr™D)y, zawiera gesty podzbior O(Q, CM) typu Gs.
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(iii) Jezeli M > 2N + 1, to zbior wszystkich reqularnych, iniektywnych, prawie wia-
Sciwych odwzorowan holomorficznych f : Q — CM | bedgeych elementami uni-
wersalnymi ciggu (C'%M["l])l, zawiera gesty podzbiér O(Q, CM) typu Gs.

Dowob. Skoro C,, jest hipercykliczny wzgledem (n;);, kazdy C, ar takze. Z [For,
Twierdzenie 8.1.1] wynika, ze jesli M > N, to zbiér wszystkich prawie wlasciwych
odwzorowan holomorficznych f : Q — CM zawiera gesty podzbiér typu Gs, a z
[Hor, Twierdzenie 5.3.6], ze jesli M > 2N (odp. M > 2N + 1), to zbi6r wszystkich
regularnych odwzorowan holomorficznych (odp. zbiér wszystkich regularnych, iniek-
tywnych, odwzorowan holomorficznych) f : Q — CM zawiera gesty podzbiér typu
Gs. Z drugiej strony, zbiér wszystkich elementéw uniwersalnych ciagu (C,, M["l])l jest
gestym podzbiorem typu Gs (Wniosek 2.2.5). Wobec twierdzenia Baire’a, przeciecie
skonczenie wielu gestych podzbiorow typu Gy jest gestym podzbiorem typu Gs. [

2.4. Przypadek dowolnego obszaru w CV

Niech  C CV bedzie obszarem (ale niekoniecznie obszarem holomorficznosci,
czyli niekoniecznie rozmaitoscia Steina). Z [Hor, Twierdzenia 5.4.3, 5.4.5] wynika, ze
istnieje jedyna (z doktadnoscia do biholomorfizmu) spéjna, N-wymiarowa rozmaitosé
Steina Q, zwana obwiednig holomorficznosci obszaru (), taka, ze () jest obszarem w
Q, a kazda funkcja f € O(f) przedtuza sie holomorficznie na (2; odnotujmy, ze na
og6t Q nie jest obszarem w CV. Odwzorowanie

R:0OQ) > [ flo € OQ)
jest ciggly liniowa bijekcjg miedzy przestrzeniami Frécheta, wiec na mocy twierdzenia
Banacha jest homeomorfizmem. Mozemy przyjaé, ze Q jest (domknieta) podrozma-
itodcig zespolong C*V+!. Wtedy odwzorowanie holomorficzne ¢ : Q — Q moze by¢
traktowane jako odwzorowanie prowadzace z Q do C*V*!, a wiec mozemy rozszerzyé
je holomorficznie do odwzorowania @ : Q@ — C2VtL. 7 [Hor, Twicrdzenic 7.2.11]
wynika, ze $(Q) C €.

Zauwazmy, ze zagadnienie hipercyklicznodci operatora C, : O(Q) — O(2) spro-
wadza si¢ do zagadnienia hipercyklicznosci operatora C3 : OQ) — O(Q). Jest to
konsekwencjg réwnosci

C";:R_loC"pOR,
z ktorej wynika, ze C,, jest hipercykliczny wzgledem (n;); wtedy i tylko wtedy, gdy
Cj jest taki, itd.

Podsumowujac, przypadek dowolnego obszaru w CV mozna sprowadzié¢ do przy-

padku N-wymiarowej rozmaitosci Steina.



ROZDZIAYL 3

Dodatek

3.1. Holomorficzna wypuklo$¢ i rozmaitosci Steina

Niech €2 bedzie rozmaitoscia zespolong. Dla zbioru zwartego K C () przez IA(Q
lub (K)o oznaczamy otoczke holomorficzng zbioru K wzgledem €, tj.

Ko :={ze€Q:|f(z)] < sup |f(w)] for every f € O(Q)}.

weK

Zbiér K nazywamy holomorficznie wypuktym lub O(Q)-wypuklym, jesli K = lA(Q W
przypadku Q = CV, zamiast I?CN, (K) "¢, piszemy krotko IA(, (K) ™, nazywamy ten
zbior otoczkq wielomianowq zbioru K i mowimy, ze K jest wielomianowo wypukty,
gdy K = K.

Obszar U C €2 nazywamy obszarem Runge’qo wzgledem (), jesli kazda funkcja z
rodziny O(U) daje sie aproksymowaé niemal jednostajnie na U funkcjami z rodziny
O(Q).

Przypomnimy teraz pewne fakty dotyczace rozmaitosci Steina; wiele z nich mozna
znalez¢ w [Hor, Rozdzial 5]. Rozmaitosci te stanowia uogdlnienie pojecia obszaru
holomorficznodci.

Definicja 3.1.1. Rozmaitos$¢ zespolong ) wymiaru N nazywamy rozmaitoScig Ste-
na, jezeli:
(i) Q przeliczalna w nieskoriczonosci, tzn. istnieje ciag (K;)en zbioréow zwartych
wyczerpujgcy €2, czyli taki, ze K; C int K4y oraz (J,oy K = Q.
(ii) dla kazdego zbioru zwartego K C 2 otoczka Kq jest zwarta w €2
(iii) rodzina O(Q) rozdziela punkty €, tzn. dla dowolnych z,w € €2, z # w, istnieje
f € 0(Q) takie, ze f(z) # f(w);
(iv) dla kazdego z € € istnieje odwzorowanie F' € O(2,CY), ktorego pochodna w
punkcie z jest izomorfizmem.

Dzieki warunkowi (i) wiemy, ze przestrzen O(f2) jest przestrzenia Frécheta, bo-
wiem jej topologia jest zadana przez przeliczalng rodzing seminorm p; : f +— supy, | f|,
[ € N, gdzie (K)); jest ciagiem zbioréw wyczerpujacym 2. Ponadto, z (i) wynika tez,
ze przestrzen O() jest osrodkowa, bowiem o$rodkowa jest przestrzen funkeji cia-
glych na Q, wyposazona w te sama topologie zbieznosci niemal jednostajnej.

Ponizsze twierdzenie aproksymacyjne mozna znalezé w [Hor] (Wniosek 5.2.9):

Twierdzenie 3.1.2 (Oka-Weil). Niech Q bedzie rozmaitoscig Steina i niech K C €
bedzie zbiorem O(Q)-wypuklym. Wtedy kazda funkcja holomorficzna w otoczeniu K
moze byé aproksymowana jednostajnie na K funkcjami z rodziny O(£2).

54
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Ponizsze twierdzenie charakteryzuje obszary Runge’go na rozmaito$ci Steina w
jezyku holomorficznej wypuktosci:

Twierdzenie 3.1.3. Niech 2 bedzie spojng rozmaitosciq Steina @ niech U C €2 bedzie
obszarem, ktory ze strukturg indukowang z €2 takze jest rozmaitoscig Steina. Wiedy
nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(i) U jest obszarem Runge’go wzgledem 2,

(ii) dla kazdego zwartego zbioru K C U zachodzi Ko = Ky,
(11i) dla kazdego zwartego zbioru K C U zachodzi KoNU = IA(U,
() dla kazdego zwartego zbioru K C U zachodzi KoNnU cc U,

Dowdéd w przypadku, gdy €2 jest obszarem holomorficznoéci w CV, mozna znalezé
np. w [Hor| (dowéd Twierdzenia 4.3.3). Dowdd dla rozmaitosci Steina jest wlasci-
wie takie sam; jedyna réznica polega na tym, ze zamiast [Hor, Twierdzenie 4.3.2]
uzywamy [Hor, Wniosek 5.2.9].

Warto jeszcze przypomnie¢ nastepujacy fakt (zob. np. [Hor, Twierdzenie 5.3.9)):

Twierdzenie 3.1.4. Kazdg N-wymiarowq rozmaito$é Steina 2 mozna zanurzyé w
C2VHL | ton. istnieje wladciwa, réinowartosciowa immersja holomorficzna F : Q0 —
C2NFTL W szezegdlnosci, obraz F(Q) jest podrozmaitoécig zespolong w C*N*1 a od-
wzorowanie F: Q0 — F(§) jest biholomorfizmem.

Naturalnie, piszac o podrozmaito$ciach mamy na mysli podrozmaitosci domknicte.
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda rozmaito$¢ Steina moze by¢ w istocie
traktowana jako podrozmaitoéé pewnego CM. Z drugiej strony, wobec [Hor, Twier-
dzenie 5.1.5], kazda taka podrozmaitoéé CM jest rozmaitodcig Steina. Tak wiec klasa
rozmaitoéci Steina jest réwna klasie zespolonych podrozmaitosci przestrzeni CM.

3.2. Rozmaitosci typu taut

W tym podrozdziale przyblizymy pojecie rozmaitosci zespolonych typu taut. Wie-
le informacji na ich temat mozna znalezé np. w ksiazce [Aba89].

Niech 2, € beda spdjnymi rozmaitosciami zespolonymi przeliczalnymi w nie-
skoniczonosci. Rozwazmy klasyczne, jednopunktowe uzwarcenie o, := Q U {ocoq}
przestrzeni topologicznej (). Wobec twierdzenia Urysohna, przestrzen topologiczna
Q, jako zwarta i posiadajaca przeliczalng baze topologii, jest metryzowalna; niech d
bedzie dowolna odlegtoscia na €, zadajaca jej topologie. Rozwazmy zbiér C (Y, Q)
wszystkich funkeji ciggtych prowadzacych z Q' w Q,, wyposazony w topologie zbiez-
nosci niemal jednostajnej wzgledem d, tj. topologie, ktorej baza jest rodzina

{g€C(Q, Q) :d(f(x),9(x) <e,z €K}, e>0,KCcC,fel( ).

Topologia ta nie zalezy od odlegtosci zadajacej topologie €2, gdyz jesli d; jest odle-
gloscia na Q. zadajaca jej topologie, to odwzorowania identycznosciowe z (Quo, d1) W
(Qoo, d) oraz z (oo, d) w (oo, dq) sa jednostajnie ciagle. Co wiecej, jest to topologia
metryzowalna, zadana np. przez odlegtos¢

Af9)=3 27 by A fﬁﬁiﬁf;?l»» frg € C, Q).

Jj=1
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gdzie (K); jest pewnym ustalonym ciggiem zbioréw zwartych wyczerpujacym €.

Definicja 3.2.1. Méwimy, ze spojna, przeliczalna w nieskoniczonosci rozmaitosé ze-
spolona 2 jest typu taut, jezeli zbior O(D, Q) U {ooq} jest zwarty w C(ID, Q).

Rodzine O(Y, Q) traktujemy jako podzbiér przestrzeni topologicznej C(§Y, Q. ), na-
tomiast przez oo rozumiemy funkcje stata prowadzaca z ' w Q. réwna cogq. Skoro
przestrzen topologiczna C(€, Q) jest metryzowalna, to rozwazana w powyzsze] de-
finicji zwarto$é¢ rownowazna jest ciggowej zwartosci.

Zauwazmy, ze bycie typu taut jest niezmiennikiem odwzorowan biholomorficz-
nych. Rzeczywiscie, zatozmy, ze ® : 2 — G jest biholomorfizmem pomiedzy spéj-
nymi i przeliczalnymi w nieskoriczonosci rozmaitos$ciami zespolonymi €2, GG. Niech d,
g beda odleglosciami zadajacymi (odpowiednio) topologie ., Goo. Mozna spraw-
dzi¢, ze @, jako homeomorfizm, rozszerza sie do homeomorfizmu ® : Q. — G4
(oznaczanego ta sama litera) takiego, ze ®(coq) = 0og. Skoro przestrzenie metrycz-
ne (oo, d), (Goo, g) sa zwarte, to odwzorowania ® oraz &' sg jednostajnie ciagle,
a wiec zachowuja zbieznos¢ niemal jednostajng ciaggéw funkcyjnych. Dzigki temu,
odwzorowanie

C(D, Q) > fr=>PofelC(D,Gy),

przeprowadzajace zbior O(D, Q) U{ooq} w O(D, G) U {oog}, jest homeomorfizmem.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w przypadku, gdy €2 jest rozmaitoscig Steina,
definicje rozmaitosci typu taut mozna nieco uproscic, korzystajac z Twierdzenia 3.1.4,
gdyz mozemy zalozyé, ze taka rozmaitos$é¢ jest podrozmaitoécig pewnego CM. Méwi
o tym nastepujaca obserwacja:

Obserwacja 3.2.2. Jezeli Q jest podrozmaitoéciq zespolong lub obszarem w CM | to
Q jest typu taut wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciag (fn)n C O(D, Q) jest niemal jed-
nostagnie rozbiezny w O(D, Q) lub ma podcigg niemal jednostajnie zbiezny do pewnej

funkcji f € O(D, ).

Warto wspomnie¢ o tym, ze w przypadku jednowymiarowym obszar 2 C C jest
typu taut wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér C \ Q ma wiecej niz jeden element (zob.
[Jar-Pfl, Uwaga 3.2.3 (d)]).

Udowodnimy teraz pewien fakt, ktory wykorzystujemy w Rozdziale 2. Jest on
najprawdopodobniej znany, chociaz nie udato si¢ nam znalez¢ go w literaturze w
wymagane] postaci. Prezentowany dow6d podobny jest do dowodu [Aba89, Lemat
2.3.18].

Propozycja 3.2.3. Niech Q bedzie spojng rozmaitoscig Steina, w ktorej istnieje
punkt zo € ) taki, zZe

Qalzlinoos] calz, 29) = 0. (3.2.1)

Wtedy €2 jest typu taut.

Zalozenie (3.2.1) réwnowazne jest temu, ze wszystkie kule w pseudoodlegtosci cq
sg wzglednie zwarte w (2. Fakt ten jest konsekwencja nieréwnosci trojkata dla cq.
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DowOD. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze € jest podrozmaitoscig zespo-
long C?N*1, Ustalmy ciag (fn), C O(D, Q) i zatézmy, Ze nie jest niemal jednostajnie
rozbiezny. Wtedy, przechodzac ewentualnie do podciggu mozemy zatozy¢, ze istnieja
zbiory zwarte Ko C D, K; C Q takie, ze f,(Ko) N K; # @ dla kazdego n.

Pokazemy, ze dla kazdego zbioru zwartego K C D suma |J, -, f.(K) zawiera si¢
w pewnej kuli wzgledem pseudoodlegtosci cq. Ustalmy punkt wy, € K;j oraz zbioér
K; mozemy przyjac¢, ze Ky C K. Dla wszystkich z,w € D zachodzi nieréwnosé
ca(fn(2), fu(w)) < p(z,w), a wiec diam ., f,,(K) < diam ,K. Skoro f,,(K)NK; # @,
to dla dowolnych n € N, z € K mamy

ca(fu(2), wr) < diam ., f,(K) + diam ., Ky < diam ,K + diam ., K1 =: Rg.

Stad wynika, ze zbiér J~, fn(K) zawiera si¢ w domknietej kuli wzgledem cq o
srodku w; i promieniu R.

Skoro kazda kula wzgledem cq jest wzglednie zwartym podzbiorem 2, to wzgled-
nie zwarta w € jest takze suma (J 7, f,,(K) dla dowolnego zbioru zwartego K C D.
Na mocy twierdzenia Montela, ciag (f,), ma podciag zbiezny, ktérego granica nalezy
do O(D, Q). OJ



Spis symboli

Symbole ogdlne

N - zbior liczb naturalnych: 1,2, 3, .. .;

Z. - 7zbiér liczb catkowitych;

R - zbidr liczb rzeczywistych;

C - zbidr liczb zespolonych;

D={z€C: |z] <1} - kolo jednostkowe w C;

D, =D\ {0} - koto jednostkowe z usunietym srodkiem;

H_ = {z € C: Rez < 0} - lewa pélptaszczyzna na plaszczyznie zespolonej;

S={z€C:Reze€(0,1)} - pionowy pas w C;

(z,w) - klasyczny iloczyn skalarny w C™ lub R™;

zew = (z,W);

7; - rzutowanie C" — C na j-ta wspohrzedna;

7; - rzutowanie C" — C"! zaniedbujace j-ta wspohrzedna;

L™ - n-wymiarowa miara Lebesgue’a w R™;

LM - miara Lebesgue’a na podrozmaitosci M C C™;

O(M, N) - zbiér odwzorowan holomorficznych pomiedzy rozmaitosciami ze-

spolonymi M oraz N;

O(M) =0O(M,C);

Aut (M) - zbiér automorfizméw holomorficznych rozmaitosci zespolonej M;

©*(\) - granica radialna odwzorowania ¢ € O(D, C") w punkcie A € T;

p - odlegto$¢ Poincaré’go w D

cp - pseudoodlegtos¢ Carathéodory’ego na rozmaitosci zespolonej D;

{p - funkcja Lemperta dla rozmaitosci zespolonej D;

kp - pseudometryka Kobayashi’ego-Roydena na D;

|v| - wahanie miary zespolonej v;

), - delta Diraca w punkcie a;

[p, q| - odcinek domkniety o koncach p, ¢;

e, ..., e, - wektory bazy kanonicznej R™ lub C™;

conv X - otoczka wypukta zbioru X;

diam 4A - Srednica zbioru A w przestrzeni metrycznej (X, d);

idy - odwzorowanie identycznosciowe na zbiorze X;

HP(D) - przestrzen Hardy’ego funkcji holomorficznych D — C;

H?(D,C"™) - przestrzen odwzorowan D — C" o wspélrzednych klasy H?P(D);
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C(T) - przestrzen funkcji ciagtych T — C wyposazona w norme supremuin;
Rozdziat 1

H" - rodzina odwzorowan h € O(C,C") takich, ze MA) ER", A€T; .. 6
H" - rodzina odwzorowan h € O(C,C") takich, ze Ah(X) € [0,00)", A€ T; ... 6

D,, - pewna rodzina obszaréw tubowych w C™; ... ... ... .. ... ... .. ... 8
Re D - baza obszaru tubowego D C C™; ... i 10
M - rodzina odwzorowan ¢ € O(D) posiadajacych miare graniczna; ......... 12
M™ - rodzina odwzorowan ¢ € O(D,C") posiadajacych miare graniczna; ....13
Pp(v) - pewien podzbiér brzegu bazy obszaru tubowego D; ................. 14
Wp - pewna rodzina wektoréw skojarzona z obszarem tubowym D; ......... 14
Vp - zbiér wektoréw o jednoelementowym zbiorze Pp(v); «.o.ovvvnvnvninin.. 28
pp : Vp — ORe D - jedyne odwzorowanie takie, ze pp(v) € Pp(v), v € Vp; ...28
log G - obraz logarytmiczny obszaru Reinhardta G CR™; .................... 37
Dg =log G + iR"™ - obszar tubowy nakrywajacy obszar Reinhardta G C R™; .37
Rozdziat 2
T - n-krotne zlozenie odwzorowania T : X — X5 «oovvruuneeeeenn, 41
C,, - operator kompozycji na O() zadany przez ¢ € O(Q,Q); ............... 41
Qoo - jednopunktowe uzwarecenie lokalnie zwartej przestrzeni topologicznej €2; 43
ooq - punkt ,dodany” przy uzwarceniu 2, tzn. taki, ze Qo = QU {oc0q}; ....43
Cy, M - operator kompozycji na O(M zadany przez ¢ € O(Q,Q); .......... 51
I?Q, (K) " - otoczka holomorficzna zbioru zwartego K C €5 ................. 54

K, (K)™ - otoczka wielomianowa zbioru zwartego K C CV; ................. 54
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