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Wstep

Praca dotyczy analizy zespolonej wielu zmiennych, a doktadniej geometrycznej
teorii funkcji. Sktada sie z trzech wtasciwych rozdziatow wraz z Dodatkiem.

W pierwszym rozdziale, opartym na [KWZ13], studiujemy geometrie obsza-
réw semitubowych — naturalnego uogdélnienia obszaréw tubowych w C?. Obsza-
ry semitubowe sa z definicji niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecie ostatniej
wspohrzednej rzeczywistej (czesci urojonej drugiej wspolrzednej zespolonej). Z ko-
lei w obszarach tubowych niezmiennikiem jest translacja czesci urojonej. Ogol-
niej, mozna rozwaza¢ obszary niezmiennicze wzgledem akcji pewnej grupy [FI01,
Hei91, HI97, Ian02, IST04, Sno82], w tym obszary Reinhardta i tubowe
[KS04, KS06, Shi99, Shi00]. W przypadku grupy addytywnej R méwimy o R-
akcjach [For96, IT12, MOOQ9].

Punktem wyjscia jest dla nas twierdzenie Bochnera [Boc38]: obszar tubowy
jest pseudowypukty wtedy i tylko wtedy, gdy jest wypukty. Nastepnie omawiamy
zwiazki obszarow semitubowych z obszarami Hartogsa-Laurenta. Dzigki nim uda-
je sie¢ m.in. udowodni¢ wyniki w ogolniejszych przypadkach niz rozwazane przez
J. M. Burguésa i R. J. Dwilewicza [BD12], ponadto otrzymuje sie prostsze dowody
znanych faktow. Wymienmy gtowne wyniki rozdziatu.

Twierdzenie 1.1.2 (por. [BD12], Corollary 4.1). Niech Q C R? bedzie obsza-
rem takim, Ze obszar semitubowy Sa) jest pseudowypukty dla kazdej izometrii
A przestrzeni R3. Wowczas Q jest wypukty.

Dostajemy zatem, inaczej niz w powyzszej pracy, teze bez zatozenia gtadkosci
obszaru.

Standardowym problemem jest mozliwos¢ wyczerpania obszaru przez obszary
o bardzo dobrych wtlasnosciach jak gtadkosé, silna wypuktosé, silna pseudowypu-
ktos¢ czy silna liniowa wypuktosé. W przypadku obszarow semitubowych mamy

Twierdzenie 1.1.3. Dowolny pseudowypukty obszar semitubowy mozna wyczerpac
C*®-gtadkimi silnie pseudowypukiymi obszarami semitubowymi.

W zwigzku z Twierdzeniem 1.1.2 nasuwa si¢ pytanie o podobng wlasnos¢
w przypadku dowolnego obszaru w C". Skonstruujemy kontrprzyktad za pomo-
cg funkcji multisubharmonicznych.

Propozycja 1.3.6. Niech n > 2. Wowczas istnieje niewypukty obszar D C C"
taki, Ze obszar A(D) jest pseudowypukly dla kazdej rzeczywistej izometrii A w C™.
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WSTEP 3

Drugi rozdzial poswiecamy niedawno wprowadzonym obiektom: stabym m-
ekstremalnym, m-ekstremalnym i m-geodezyjnym. Sa to szczegblne odwzorowania
holomorficzne kota jednostkowego w obszar lezacy w C™. Uogolniaja ekstremalne
Lemperta i geodezyjne, czyli klasyczne obiekty teorii funkcji holomorficznie kon-
traktywnych [JP93, JP13, Kob98]. Pojecie m-ekstremalnej pojawito sie po raz
pierwszy w pracy J. Aglera, Z. A. Lykovej i N. J. Younga [ALY13] (por. [ALY14]),
jako narzedzie pomocnicze do badania problemoéw interpolacyjnych w zsymetry-
zowanym bidysku — specjalnym obszarze zwiazanym z tzw. u-synteza. Autorzy
podali proste wtasnosci m-ekstremalnych, nie wglebiajac sie w ich studiowanie
z punktu widzenia geometrycznej teorii funkcji. Poczgtkow idei nalezy jednak upa-
trywaé¢ w [Pic16]. Wynik G. Picka sformulowany w naszej notacji stwierdza, ze
funkcja holomorficzna f : D — D jest (staba) m-ekstremalng wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest niestalym iloczynem Blaschkego stopnia co najwyzej m — 1. Jak si¢
wydaje, bardziej znany jest inny rezultat tej pracy, zwany obecnie twierdzeniem
Picka lub Nevanlinny-Picka (por. [Mar75, Nev19, Nev29|). Opisuje on w jezyku
macierzy sytuacje, w ktorych dany problem interpolacyjny w kole jednostkowym
ma rozwiazanie. Oba rezultaty uzyskano dzieki redukcji Schura [Gar07, Sch17].

Problemy ogdlniejsze od stabej m-ekstremalnosci badat E. A. Poletsky [Pol83],
a nastepnie A. Edigarian [Edi95], ktéry uzyskal m.in. konieczna postaé¢ stabych
m-ekstremalnych ($cislej méwiac, odwzorowan dzi$ tak nazywanych) w elipsoidach
zespolonych. Wykorzystamy ten rezultat do udowodnienia wystarczajacych wa-
runkow na m-ekstremalne w tych obszarach. Pokrewny problem badany byt tez
w [AT94]. L. Kosinski i W. Zwonek [KZ14] wprowadzili koncepcje stabych m-
ekstremalnych i m-geodezyjnych oraz rozwiazali pewne naturalne problemy zwia-
zane z geometryczna teoria funkcji. Ta praca (w szczegélnosei, pytania) byta in-
spiracja dla autora, ktérej efektem jest artykut [Warl4] i omawiany rozdzial.

Prezentacje wynikéw zaczynamy od ogoélnych wtasnosci i przypadku ptaskiego,
nastepnie badamy quasi-zbalansowane obszary pseudowypukte, elipsoidy zespolone
i kule euklidesowa, konczac na wtasnosciach brzegowych. Otrzymujemy zaréwno
wyniki podobne, jak i stojace w opozycji do znanej teorii, tj. m = 2.

Twierdzenie Lemperta [Lem81, Lem&82] implikuje, ze dowolna staba 2-ekstre-
malna obszaru wypuklego jest 2-geodezyjna, w szczegdlnosci 2-ekstremalng. Dla-
tego istotne wydaje sie by¢ pytanie o ”stabe” uogélnienie tego rezultatu: czy staba
m~ekstremalna, m > 3, w obszarze wypuklym musi by¢ m-ekstremalng. Z dru-
giej strony, istnieje obszar wypukty, w ktorym dla kazdego m > 3 znajdzie si¢
m-ekstremalna nie bedaca m-geodezyjna.

Propozycja 2.4.3. Niechm > 3 1 0 < a < 1. Wowczas odwzorowanie
f) = (@™ (1 —a)A\™), XeD,

jest m-ekstremalng, ale nie m-geodezyjng w E(1/2) C C2.



WSTEP 4

Pierwszym przyktadem wypuktym, ale dla m > 4, byta jednostkowa kula eukli-
desowa B, n > 2 [KZ14]|. W ten sposéb dochodzimy do brakujacego przypadku
m = 3.

Twierdzenie 2.5.8. Dowolna 3-ekstremalna w B,, jest 3-geodezyjng.

Wracajac do wspomnianego problemu, podajemy opis m-ekstremalnych w wy-
puktych symetrycznych elipsoidach zespolonych.

Propozycja 2.4.13. Niech py > 1/2 i niech f : D — E(py) C C" bedzie odwzo-
rowaniem holomorficznym. Wowczas
(a) f jest stabg m-ekstremalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest m-ekstremalng.
(b) jesli f; 0, j=1,...,n, to f jest m-ekstremalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest
nastepujacej postaci dla p := (po, ..., Po)
kj — 1/p;
— Qlgj 1— Oékj)\ .
= —_— =1,... *
= a; H ( Oék])\> (1_0%0)\ ) J ) y Ty ( )
gdzie
a; €C., a; €D, ap €D, 1 €{0,1}, 1y =1= ay; €D,

n m—1 m—1

Z \aj|2pf H ()\ — Ctkj)( Oékj H — Oéko 1 —@ko)\), AE C,
j=1 k=1 k=1

przypadek ry; =0, k=1,. -1, 5=1,...,n, oraz

{og;  k=1,....m—1} = {ako ck=1,...,m— 1} jako multizbiory,

Jj=1,...,n, jest wykluczony.

Réwnowaznosé stabej m-ekstremalnosci i m-ekstremalnosci mamy tez w kla-
sycznych obszarach Cartana [KZ14], w szczegdlnosci w kuli euklidesowej.

Gdy p/po € N", pg > 1/2, otrzymujemy pewna [-ekstremalnosé stabych m-
ekstremalnych; co wiecej, [ jest ograniczone przez funkcje m i p. Mamy bowiem

Propozycja 2.4.14. Niech f: D — E(p) bedzie dane przez (x). Zaldzimy, ze
(CL) D0, D1y s Dn 2 1/27
(b) ag; €D, 1 =0dlak=1,...,m—1orazj e J, gdzie J :={j : pj/po ¢ N},
(c) sj =9k : iy = 1},
(d) m:=m+ e (pi/po — 1)s;
Wowczas f jest m-ekstremalng.
W szczegolnosci, jesli p/po € N", gdzie pg > 1/2, to odwzorowanie f jest
(m+ (m—1)(p1/po+ ...+ pn/po — n))-ekstremalng.

Wérdd innych interesujacych nas probleméw znajduje sie dzielenie (po wspot-
rzednych) m-geodezyjnych, m > 3, w quasi-zbalansowanych obszarach pseudowy-
puktych przez funkcje identyczno$ciowa na kole jednostkowym. Celem jest roz-
strzygniecie, czy powstale w ten sposob odwzorowanie jest (m — 1)-geodezyjna.



WSTEP 5

Latwo uzyska¢ pozytywna odpowiedZz na analogiczne pytanie w przypadku m-
ekstremalnych. Kolejna motywacja byta pozytywna odpowiedZz w [EKZ13] na po-
krewny problem dla 2-geodezyjnych w quasi-zbalansowanych obszarach pseudowy-
puktych. Powtoérzenie rozumowania daje pozytywna odpowiedz dla m = 3. Ogdlne
kontrprzyktady dla m > 4 sag prosta konsekwencja Propozycji 2.4.3. Najciekawszy
jest przypadek zbalansowany, ktérego dotyczy ponizszy przyktad wypukty.

Propozycja 2.4.6. Niech m > 5 i niech liczby dodatnie a,b spetniajq warunek
2a% + b= 1. Wéwczas odwzorowanie

fD—&:={2€C®: |z]* + |2 +|z| <1},
f) = (aX, a2, bA™ 1)
jest m-geodezyjng takg, zZe p(N\) := f(\)/A nie jest (m — 1)-geodezyjng w E.

Dla zobrazowania mozliwego kierunku dalszych prac, przygotowalismy zestaw
pytan otwartych. Miejsca ich wystapienia w tekscie sg oznaczone (Pn). Niektore
z uzyskanych wynikéw czesciowo na nie odpowiadaja. Nadzieja autora jest, ze to
pole badan bedzie na tyle interesujace, by catkowicie rozwiaza¢ te problemy.

Trzeci rozdziat zawiera szczegdtowy dowodd twierdzenia Lemperta dla obsza-
row silnie liniowo wypuktych. Przypomnijmy najwazniejsze przypadki, w ktérych
uzyskano do tej pory réwnos¢ wszystkich pseudoodlegtosci i/lub pseudometryk ho-
lomorficznie kontraktywnych, nazywana zwyczajowo twierdzeniem Lemperta dla
odpowiedniej klasy obszaréw. Pierwsza seria wynikéw nalezy do L. Lemperta
[Lem81, Lem82, Lem84], odpowiednio w klasie obszaréw silnie wypuktych,
wypuklych i (nieptaskich ograniczonych) silnie liniowo wypuktych z brzegami R-
analitycznymi. Sa to bardzo gtebokie rezultaty. Twierdzenie dla (ograniczonych)
obszaréw C-wypuktych klasy C* udowodnit D. Jacquet [Jac06, JacO8| (nie wia-
domo, czy mozna opusci¢ zatozenie C?). Znany jest ponadto inny dow6d dla przy-
padku wypuklego [JP13, Chapter 11], por. [RW83]. Jest on krétszy, ale z drugiej
strony, metody L. Lemperta sa ogdlniejsze. Teza twierdzenia Lemperta zachodzi
tez dla nastepujacych obszaréw wywodzacych sie z p-syntezy: zsymetryzowane-
go bidysku [AY04, Cos04] i tetrabloku [EKZ13|. Sa to obszary istotne z tego
powodu, ze nie mozna ich wyczerpa¢ obszarami biholomorficznymi z wypuktymi
[Edi04, EKZ13]. Dlatego sa w ostatnich latach przedmiotem intensywnych ba-
dan.

Zajmujemy sie przypadkiem obszaréw silnie liniowo wypuktych. L. Lempert
pokazat, ze funkcja Lemperta i pseudoodlegtos¢ Carathéodory’ego oraz pseudome-
tryki Kobayashiego-Roydena i Carathéodory’ego-Reiffena pokrywaja sie na niepta-
skich ograniczonych obszarach silnie liniowo wypuktych z brzegami R-analityczny-
mi. Oryginalny dowdd zostal zaprezentowany jedynie w trudno dostepnym spra-
wozdaniu z konferencji [Lem84]|. W [KW 13| podjeli$my prébe uzupetnienia szcze-
gétéw i przebudowy catego dowodu tak, by otrzymadé tez rezultaty w klasie C2. Do-
prowadzito to do rozwigzania dla tego przypadku. Podkreslamy w tym miejscu, ze



WSTEP 6

idea dowodu nalezy caltkowicie do L. Lemperta. Polega ona na wprowadze-

niu tzw. (stabych) E-odwzorowan, ktére okazuja sie by¢ geodezyjnymi i jedynymi

ekstremalnymi. Konsekwencjg jest rownos¢ wszystkich pseudoodlegtosci i pseudo-

metryk holomorficznie kontraktywnych oraz opis odwzorowan ekstremalnych.
Udowodnimy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 3.1.13 (Twierdzenie Lemperta, por. [Lem84]). Niech D C C",
n = 2, bedzie ograniczonym obszarem silnie lintowo wypukiym. Wowczas

CDZED7 ’)’D:%D.

Twierdzenie 3.1.20 (por. [Lem84]). Niech D C C", n > 2, bedzie ograniczonym
obszarem silnie liniowo wypuktym. Wowczas

(a) odwzorowanie holomorficzne f : D — D jest ekstremalng wtedy i tylko wtedy,
gdy jest stabym E-odwzorowaniem.

(b) jesli D ma brzeg R-analityczny, to odwzorowanie holomorficzne f : D — D
jest ekstremalng wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest E-odwzorowaniem.

(¢) gdy D jest klasy C*, k = 3,4, ..., 00, kazde stabe E-odwzorowanie f : D — D
1 stowarzyszone odwzorowania f,p sq klasy C*=17¢, przy dowolnym ¢ € (0,1).

Glownymi réznicami w stosunku do pracy L. Lemperta sg

e wyniki uzyskane dla przypadku C?,

e oddzielone pojecia odwzorowan stacjonarnych i F-odwzorowan,

e geometria obszaréw badana w otoczeniach brzegéw odwzorowan stacjo-
narnych, co pozwala otrzymac lokalizacje,

e wlasnosci brzegowe obszarow silnie wypuktych wyrazone w jezyku funkcji
Minkowskiego.

Dodatkowa motywacja do podjecia pracy byt fakt pokazany w [PZ12], ze zsy-
metryzowany bidysk mozna wyczerpa¢ obszarami silnie liniowo wypukltymi.

W Dodatku znajduja sie potrzebne nam ogoélne fakty z analizy zespolonej.
Prace konczymy spisem symboli i lista cytowanych prac.

Podziekowania

Serdecznie dzigkuje profesorowi Wtodzimierzowi Zwonkowi i doktorowi FLuka-
szowi Kosinskiemu za pomoc w powstaniu tej pracy. Podziekowania kieruje dalej do
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za Zespolona”, a takze uczestnikom konferencji, w ktérych miatem przyjemnosé
uczestniczy¢, szczegblnie kierujac te stowa do profesora Pascala J. Thomasa.

Powstanie pracy bylo wspotfinansowane ze sSrodkéw Narodowego Centrum Na-
uki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2012/05/N/ST1/03067.



ROZDZIAL 1

Obszary semitubowe

1.1. Wprowadzenie

Niech 21, ..., 2z, beda standardowymi wspotrzednymi zespolonymi w C”, nato-
miast xy, ..., 2, standardowymi wspotrzednymi rzeczywistymi w R™. Naturalnie
utozsamiamy euklidesows przestrzen zespolong i rzeczywista

C">z=(2z1,...,20) =Rez+ilmz+— (Rez,Imz,...,Rez,, Imz,) € R*.

Definicja 1.1.1. Niech B bedzie podzbiorem R3. Zbiorem semitubowym nazywa-
my zbior
Sp:={2€ C*: (21,Rez) € B},
co utozsamia sie z B x R C R*. Zbiér B jest wowczas bazg. Méwimy w tej sytuacji,
ze Sp jest zbiorem semitubowym nad B.
Gdy baza jest obszarem, oznaczanym {2, otrzymujemy obszar semitubowy Sq.

Obszary tubowe to zbiory postaci {z € C" : Rez € Q}, gdzie Q@ C R™ jest
obszarem. Zauwazmy, ze dowolny obszar tubowy w C? jest semitubowy. Mamy
nastepujace twierdzenie Bochnera [Boc38|: obszar tubowy jest pseudowypukty
wtedy i tylko wtedy, gdy jest wypukly. Latwo zaobserwowac, ze bezposredni ana-
logon twierdzenia Bochnera jest fatszywy dla obszaréw semitubowych. Wynika to
z faktu, ze dla dowolnego obszaru D C C, obszar Spy(o,1) jest pseudowypukty.

Okazuje si¢, ze mozna doda¢ warunek, z ktoérego wyniknie oczekiwana wypu-
ktos¢. Jednym z gtéwnych rezultatéw [BD12] jest fakt, ze jezeli obszar Q C R?
klasy C? jest taki, ze dla dowolnej izometrii A w R? (zob. Dodatek) obszar S4q)
jest pseudowypukly, to € musi by¢ wypukty (formalnie, €2 jest z zalozenia ogra-
niczony, jednak w dowodzie nie ma to znaczenia). Pokazemy, ze mozna opuscié
zatozenie gtadkosci.

Twierdzenie 1.1.2 (por. [BD12|, Corollary 4.1). Niech Q C R? bedzie obsza-
rem takim, Ze obszar semitubowy Sa) jest pseudowypukly dla kazdej izometrii
A przestrzeni R3. Wéwczas Q jest wypukty.

Naturalnym pytaniem pojawiajacym si¢ przy rozwazaniu obszaréw semitubo-
wych jest problem wyczerpywania pseudowypuktego obszaru semitubowego przez
gtadkie obszary semitubowe. Ogolnie, przez wyczerpanie obszaru €2 C R™ rozumie-
my ciag obszaréw £; C R™, j € N, takich, ze ; C ;411 Q =Uj;2, ;. Uzywamy
w takiej sytuacji symbolu §2; 7 Q2. Pokazemy, ze jest jeszcze lepiej, mamy bowiem

7



1.1. WPROWADZENIE 8

Twierdzenie 1.1.3. Dowolny pseudowypukty obszar semitubowy mozna wyczerpac
C*>®-gladkimi silnie pseudowypuklymi obszarami semitubowymi.

Zwracamy uwage na problem pojawiajacy sie w przypadku definiowania nie-
ograniczonych obszaréw pseudowypuktych (zob. Dodatek). Z konstrukeji bedzie
jednak jasne, ze funkcje r; definiujace kolejne obszary semitubowe D; spelniaja
warunek Lr;(a; X) > | X|?/j dlaa € dD; 1 X € C?, gdzie

" Q%u —
Lu(a; X) := — X; X, XeC" 1.1.1
U(CL ) JJng azj@zk (CL) jNk ( )

jest formq Leviego funkcji u klasy C2.
Twierdzenie 1.1.3 pozwala wywnioskowa¢ Twierdzenie 1.1.2 z przypadku silnie
pseudowypuktego, zob. Uwage 1.2.1.

Rozwazmy odwzorowanie
I1:C%*3 2+ (21,e®) € C x C,

(gdzie S, := S\ {0}). Indukuje ono nakrycie holomorficzne miedzy obszarami
semitubowymi Sq a obszarami Hartogsa-Laurenta I1(Sg) lezacymi w C x C,. Ob-
szar D C C? okreslamy mianem obszaru Hartogsa-Laurenta, jezeli kazde niepuste
widkno {z5 € C : (z1,22) € D} jest suma mnogosciowa pierscieni, tzn. zbioréw
postaci

Ar,R)={2»eC:r<|xn|<R} 0<r<R<oo.

Rzut D na pierwsza wspotrzedna nazywamy bazg. Mamy wzajemna jednoznacz-
no$¢ miedzy rozwazanymi klasami obszarow.

Lemat 1.1.4. Odwzorowanie
Sq — H(SQ)

jest bijekcig miedzy zbiorem pseudowypuktych obszaréw semitubowych w C? i zbio-
rem pseudowypuktych obszarow Hartogsa-Laurenta w C x C,.

DowOD. Zalézmy, ze obszar Sq jest pseudowypukly. Wtedy funkcja u :=
—log dist(+,0Sq) jest plurisubharmoniczna w Sq. Skoro u nie zalezy od Im zs,
funkcja v dana wzorem v(z) := u(zy,log 22), z € II(Sq), jest dobrze zdefiniowana
i plurisubharmoniczna w I1(Sg). Wobec tego,

0(z) := max{v(z),|z|, — log |z|}, =z € I(Sq),

jest wyczerpujaca funkcja plurisubharmoniczng dla I1(Sq) (zob. Dodatek).
Przeciwna implikacja wynika z ogélnej wtasnosci: przeciwobraz obszaru pseu-

dowypuktego przez odwzorowanie holomorficzne w obszarze pseudowypuklym jest

pseudowypukty. U
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StwierdziliSmy naturalna relacje miedzy (pseudowypuklymi) obszarami semi-
tubowymi a (pseudowypuklymi) obszarami Hartogsa-Laurenta. Dostepna jest bo-
gata literatura o tej klasie obszaréw, np. [JP00, Par03], co pozwala wnioskowaé
wtasnosci pseudowypuktych obszarow semitubowych z wtasnosci pseudowypuktych
obszaréw Hartogsa-Laurenta. W szczegoélnosci, nieregularne obszary Hartogsa-Lau-
renta typu "worm” [DF77|, pozwalaja konstruowaé nieregularne pseudowypukte
obszary semitubowe.

1.2. Dowody Twierdzen 1.1.2 oraz 1.1.3

DowOD TWIERDZENIA 1.1.2. Przypu$émy, ze Q nie jest wypukly. Idea do-
wodu jest nastepujaca. Znajdujemy w () cigg réwnoleglych odcinkéw jednakowej
dtugodci takich, ze wnetrze granicznego odcinka [ przecina OS2, podczas gdy konce
I leza w obszarze. Obracamy () w taki sposéb, by [ stal sie réwnoleglty do osi
Re z3. Obraz obréconego obszaru semitubowego poprzez II jest (na mocy zaloze-
nia) pseudowypukltym obszarem Hartogsa-Laurenta, posiadajacym specjalny ciag
pierscieni. Pseudowypuktos¢ pozwoli nam dostaé sprzecznosé z Kontinuitatssatz.

Przechodzimy do szczegétéw. Dzigki [H6r94, Theorem 2.1.27] znajdujemy
punkt a € 9Q i wielomian kwadratowy P na R? taki, ze

e Pla) =0,

e v:=VP(a)#0,

e (v,X)=0iC:=—HP(a; X) > 0 dla pewnego X € R3,
e P(r) < 0 implikuje x € Q dla z € R3 bliskich a.

Przez V i 'H oznaczyliSmy gradient i hesjan, czyli

Vu(a) := ((;?1( ), ...,;;‘n(a)>,

a)X; Xy, X ER™
Z axjﬁa:k g

gdzie u jest funkcja klasy C' i C* odpowiednio. Stosujemy réwniez symbol Hu(a)
do oznaczenia macierzy Hessego

82
<a>] |
[8%3@ 1<j,k<m

W szezegolnosci, Hu(a; X) = XTHu(a)X. Naturalnie, (z,y) := 2191 + . . . + Tim¥Ym
jest iloczynem skalarnym w R™.

Mozna zatozy¢, ze |v] = 1, gdzie |z| := /a3 + ... + 22, jest normg euklidesowq.
Dla e > 016 € R takich, ze (¢,8) # (0,0), eHP(a;v) < 11 |6v"HP(a)X| < 1/4,
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mamy (ze wzoru Taylora dla wielomianu stopnia 2)
1
P(a—ev+0X) = P(a) + (VP(a), —ev+ 0X) + iHP(a; —ev +0X)

1 1
=—c+ iHP(a; —ev) + iHP(a; 6X) —esv"HP(a)X

1 1 1
< —e+ 5527-(]3(@; v) — 5(762 +E
1 1 1
<——e—-C8+-c<0.
5¢ 206 te< 0

Znaczy to, ze a — v + 60X € , jesli ten punkt jest wystarczajaco blisko a (tzn.
jesli (g,0) jest bliski (0,0), ale nie réwny (0,0) i € > 0). W szczegdlnodci, istnieje
domkniety niezdegenerowany prostokat R C R? taki, ze

e a € ORNONY,

e @ nie jest wierzchotkiem R,

e R\ {a} C Q.
(Intuicyjnie prosty fakt geometryczny o zaawansowanym dowodzie.)

Istnieje izometria A spelniajaca warunki

e A(R) = [, 8] x {0} x [, 3] C R® dla pewnych a < ida <[,
o Afa) € {8} x {0} x (o, §').
Skoro Sa(q) jest pseudowypukty, to II(Sa()) tez (Lemat 1.1.4). Ze wzgledu na
posta¢ A(€2), mamy rodzine odwzorowan holomorficznych

£ =N, Aeh(e,e), y€a,p],

takich, ze
U A&, ") C(Saw),
v€la,B)
U f(0A(e™, ")) cC TI(Sawm)-
€[, f]

7 drugiej strony, fs(A(e”,e”)) ¢ I(Saw)), co przeczy Kontinuititssatz (por.

Dodatek). d

DowOD TWIERDZENIA 1.1.3. Oznaczmy przez D dany obszar semitubowy,
niech v := —logdist(-,0D) € PSH(D) (zbiér funkcji plurisubharmonicznych na
D) oraz

D.:={z€ D :dist(z,0D) > ¢}, 0<e<<]l.
Definiujemy regularyzacje u. funkcji v za pomoca splotu z funkcjami radialnymi
(Dodatek). Mamy u. € PSH NC>(D,) oraz u. \, u, gdy € \, 0 (malejaco). Co
wiecej, u. nie zalezy od Im zs.
Pot6zmy

U-(2) = uc(2) +e|(z1,Re 25)|?, D.s:={z € D.:ti(z) < 1/6}.
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Zauwazmy, ze 5575 C D, dla 6 > —1/loge. Rzeczywiscie, jezeli z; € 55,5, zj — 2,
to u(zj) < u:(z;) < 1/6 < —loge, skad u(z) < —loge.

Na mocy twierdzenia Sarda, dla dowolnego € > 0 zbiér A, liczb § > 0 takich,
ze Vi (z) # 0, gdy u.(z) = 1/6, jest gesty w R-y. Dla duzych j € N wybieramy
liczbe 01 /; spelniajgca warunki

® 075 > —1/log(1/j),

[ ] (51/]‘ € Al/j-
Poniewaz minoranty —1/log(1/j) daza do zera, mozna zatozy¢ dodatkowo, ze
01/ \. 0 wraz z j /" oo (rosnagco). Wowczas kladziemy

Dl/j = Dl/ja51/j'

7 wtasnosci
o rj =y — 1/01/; sa C*-gladkimi funkcjami definiujacymi El/j, takimi,
ze

1 .
Lri(a; X) > =|X|)?, a€dDyy, X eC?
J

® 1. sg niezalezne od Im 29,

wynika, ze D, /; 83 C*-gladkimi silnie pseudowypuktymi (por. Dodatek) otwartymi
zbiorami semitubowymi. Nie dostarcza trudno$ci sprawdzenie, ze

51/jC51/kCD, j<k’,

i kazdy punkt z € D nalezy do pewnego D, /5

Aby zakonczy¢ dowdd, ustalamy z € D i definiujemy D, jako sktadowa D, /j
zawierajaca z. Wtedy D; C Djy1 C D iU; D; = D (faktycznie, niech w € D,
wezmy krzywa v C D taczaca w, z; woéwcezas v C 51/]-1 u...uU El/jm = 51/ max ji
oraz w € ¥ C Diax i, )- O

Uwaga 1.2.1. Niech P : R* — R3 bedzie rzutowaniem, a G bazg obszaru semi-
tubowego D. Zauwazmy, ze z konstrukcji obiektéw w dowodzie Twierdzenia 1.1.3
wynika, ze Sap(p;)) sa silnie pseudowypuklymi obszarami wyczerpujacymi S4(q)
dla dowolnej izometrii A w R3. Stad Twierdzenie 1.1.2 wynika z tego samego re-
zultatu dla przypadku silnie pseudowypuktego [BD12, Corollary 4.1]. Wydaje sie
jednak, ze zaprezentowany dowod Twierdzenia 1.1.2 jest prostszy i bardziej natu-
ralny.

1.3. Inne problemy zwigzane z obszarami semitubowymi

Rozumowanie z dowodu Twierdzenia 1.1.2 pozwala wykaza¢ nastepujaca wla-
snos¢ pseudowypuktych obszaréw Hartogsa-Laurenta i pseudowypuktych obszarow
semitubowych.
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Propozycja 1.3.1. (a) Niech D C C? bedzie pseudowypuklym obszarem Hartogsa-
Laurenta z bazg G C C. Rozwazmy funkcje

d: G 3 2z —— liczba sktadowych D, ,

gdzie D,, := DN ({z1} x C). Wtedy d jest pélciggla z dotu.
(b) Niech obszar Q2 C R? bedzie taki, ze Sq jest pseudowypuklym obszarem semi-
tubowym. Defintujemy funkcje

w: Q3 2z — liczba sktadowych QN ({z1} x R),
gdzie Q1 = {2z € C: QN ({z1} xR) # 0}. Wowczas w jest pélciggla z dolu.

DowOD. (a) Ustalmy zg € G i oznaczmy m := d(2g). Niech wy, ..., w, € D,,
beda punktami z réznych sktadowych D,,, oznaczonych Wi, ..., W, odpowiednio.
Niech U; C D bedzie otoczeniem W;, j = 1,...,m. Przypustmy, ze istnieje ciag
G 2 2z, — 2o taki, ze d(zx) < m — 1. Wovvczas dla & > ko mamy (2, w;) € Uj,
jg=1....m. Skoro punkty (z,w;), j = 1,...,m, leza w co najwyzej m — 1
skladowych D, , to (dla kazdego k > ko) pewne dwa rozne (2x, wy, ), (2k, Wy ),
naleza do tej samej (ktora z definicji jest pierscieniem). Definiujemy odwzorowania

fk(/\) = (zkv)‘>a A E Zka k > kO;

gdzie Ay jest pierscieniem, w ktorego brzegu leza wj, 1wy, . Poniewaz dla nieskon-
czenie wielu k zbiory Ay sa identyczne, na mocy Kontinuitéitssatz zastosowanego
analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 1.1.2, otrzymujemy sprzecznos¢.

(b) Wynika to z punktu (a) zastosowanego do obszaru II(Sg). O

Uwaga 1.3.2 (por. [BD12], Section 6.4). Z Propozycji 1.3.1(b) wynika, ze obszar
semitubowy nad (otwartym) torusem w pozycji pionowej (jak réwniez w ustawie-
niach dostatecznie bliskich pionowemu), nie jest pseudowypukly. Rozumiemy to
ustawienie w ten sposob, ze torus powstaje przez obrét kota

w34+ (zg— R <7r? 25=0, R>7r>0,
wokot osi .

W przypadku obszaréw semitubowych nad standardowo lezacymi torusami,
mamy nastepujaca charakteryzacje pseudowypuktosci (i prostsze rachunki).

Propozycja 1.3.3 (por. [BD12], Theorem 6.1). Niech torus T C R3 bedzie
w standardowej pozycyi, tzn. dany przez obrét kota

(x1 — R +a3 <1 29=0, R>7r>0,

wokot osi x3. Wowczas obszar semitubowy St jest pseudowypukty wtedy i tylko
wtedy, gdy

R 4 /2

=

T 3V 3
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DowOD. Z Lematu 1.1.4 wiemy, ze St jest pseudowypukly wtedy i tylko wtedy,
gdy TI(St) jest pseudowypukty.
Punkt z € R3 nalezy do T wtedy i tylko wtedy, gdy

(Va2 + 23— R)? + 235 <%

Z kolei punkt z € C? nalezy do II(St) wtedy i tylko wtedy, gdy (z1,log|zs|) € T,
rownowaznie

(l21] = R)? + log? [zo] < 72,
Wobec tego,

I(S7) = {2z € A(R—r, R+r)xC : —\/12 — (|z21] — R)? < log |22| < \/7"2 — (]z1] = R)?}

(zauwazmy, ze r* — (]z1] — R)> > 0dla z; € A(R— 1, R+71)).

Korzystajac z charakteryzacji pseudowypuktych obszaréow Hartogsa-Laurenta
(Dodatek), wnosimy, ze I1(St) jest pseudowypukty wtedy i tylko wtedy, gdy funk-
cja

2 —\fr = (|| = R)?

jest subharmoniczna w pierécieniu A(R — r, R+ r).

Oznaczmy u(z;) := r* — (|z1] — R)%. Wtedy warunek laplasjanu Ay/u < 0
w A(R—r, R+7) jest rbwnowazny nieréwnosci 2uu,,z, < u,,uz,, wiazacej pochodne
czastkowe. Stad

2R _ Z1 Z1
2(r — (|21 = R)?) (—1 + 4|21’> < (—zl + 2R2‘21’> (—21 + 2R2|Z1‘> :
Przeksztatlcamy rownowaznie
(r* = (|| = R)*)(R = 2|z1]) < |z(|2a| = R)?,
r(R—2z|) < (R—|z|)? dla R—r < |z1| < R+
Funkcja
f@t):=r*(R—2t) — (R—1t)* teR,

przyjmuje w punktach R—r i R+r ujemne wartosci r2(r — R) i r?(—R—r). Wynika
stad, ze f < 0 na przedziale (R — r, R+ r) wtedy i tylko wtedy, gdy f(ty) < 0 dla
kazdego pierwiastka to funkcji f' na (R —r, R+ 7).

Poniewaz f'(t) = —2r% + 3(R — t)?, zerami sa R + \/gr. Mamy

2 4 /2
/ <R+ \/;T’) = —r’R — 3\/;7“3 <0
2 4 |2
f (R - \/;r) = —1’R+ 3\/;7"3,

oraz
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co jest niedodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy
R _ 4 /2
=

T3\
O

Ze wzgledu na Twierdzenie 1.1.2, naturalne jest rozwazenie nastepujacego pro-
blemu. Niech D C C" bedzie obszarem spetniajacym warunek: dla kazdej rzeczy-
wistej izometrii A przestrzeni C" obszar A(D) jest pseudowypukty. Czy wynika
stad, ze D jest wypukly? Zagadnienie jest nietrywialne dla n > 2.

Pokazemy, ze odpowiedz jest negatywna. W tym celu wprowadzimy pojecie
funkcji multisubharmonicznych. Jest to analogon funkcji plurisubharmonicznych
w sytuacji rzeczywistej. Funkcja plurisubharmoniczna jest z definicji subharmo-
niczna na przecieciu dziedziny z kazda prosta zespolona, czyli specyficznie usta-
wiong ptaszczyzna rzeczywista. Zatem plurisubharmoniczno$é jest niezmiennikiem
izometrii zespolonych. Z kolei funkcja multisubharmoniczna bedzie subharmonicz-
na na przecieciu dziedziny z dowolng ptaszczyzng rzeczywista, wiec wtasnosé mul-
tisubharmonicznosci bedzie niezmiennicza wzgledem izometrii rzeczywistych. Pre-
cyzujemy to w nastepujacy sposob.

Definicja 1.3.4. Niech 2 C R™, m > 2, bedzie obszarem. Funkcje u : 2 — R_
nazywamy multisubharmoniczng, jesli jest potciagta z géry oraz funkcja

{(s,t) ER*:a+sX +tY €Q} 3 (s,t) — ula+sX +tY) € R_,

jest subharmoniczna dla dowolnych a € 2 i wektoréw ortonormalnych X,Y € R™
(jesli dziedzina jest pusta to przyjmujemy, ze ten warunek jest spetniony).

Uwaga 1.3.5. (a) Funkcja multisubharmoniczna na obszarze lezacym w C" jest
plurisubharmoniczna i te dwa pojecia sg identyczne w C.

(b) Funkcja u : Q — R klasy C? jest multisubharmoniczna wtedy i tylko wtedy,
gdy
0%u 0?u

= ox2 (@)t gya (@) =

A)Qy’d((l) :

dlaa e Qi X,Y € R™ takich, ze |[X|=|Y| =1, (X,Y) =

Propozycja 1.3.6. Niech n > 2. Woéwczas istnieje niewypukly obszar D C C"
taki, ze obszar A(D) jest pseudowypukty dla kazdej rzeczywistej izometrii A w C™.

DowOD. Dlam > 21 a € (0, 1] definiujemy wielomian

1
u(x) == 5( 42k —ark).

Mamy
Axyula) = X7+ ...+ X2 | —aX2+ Y2 +.. . +Y2  —aY2.
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Dla ortonormalnych X, Y dostajemy Axyu(a) = 2 — (1 + a)(X2 + Y2). Teraz
zauwazmy, ze

(1=X2)(1 =Y} = (X34 ... + X2 VY2+...+Y2 )
> (X\Yi+ .+ X Y1) = X2V

m-m?

skad X2 4+ Y2 <11iAxyu(a) > 1— «, zatem u jest multisubharmoniczna.
Pot6zmy m := 2n oraz

D:={zeC":u(z) <1}

Jest to zbidr otwarty, spojny (jest gwiazdzisty wzgledem zera) i niewypuktly. Z mul-
tisubharmonicznosci v wynika, ze obszar A(D) jest pseudowypukty dla kazdej rze-
czywistej izometrii A. Il

Uwaga 1.3.7. Mozna podac¢ przyktad ograniczony. Niech bowiem u i D beda jak
w dowodzie Propozycji 1.3.6. Wezmy pod uwage obszar wypukty G C C" taki, ze
zbiér D := DNG jest spojny, niewypukly i ograniczony (np. kula rB,,, r > 1, jest
dobra). Wtedy D spetia zadany warunek. Rzeczywiscie,

D={zeG: u(z) <1},
AD) ={Az:z€ G, u(z) <1}
={we A(G) : (uo A1) (w) < 1},

ale A(GQ) jest wypukly i uo A jest multisubharmoniczna, wigc plurisubharmo-
niczna. Implikuje to pseudowypuklosé A(D).

Konczymy wtasnoscia, ktéra wprowadza w tematyke kolejnych rozdzialéw. Zde-
finiujemy najpierw funkcje holomorficznie kontraktywne. Opieramy sie na mono-
grafii [JP13].

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Funkcja dx jest pseudoodlegtoscig na X,
jesli

e dy: X xX —|0,00),

o dx(z,x) =0, z € X,

o dx(z,y) =dx(y,x), v,y € X,

o dx(z,z) <dx(z,y)+dx(y,2), z,y,z € X.
Funkcja dx jest pseudometrykq na X, gdy

e 0x : X xC" — [0,00) dla pewnego n € N,

o Ox(z; ) = |ANox(z;v), x€ X, veC" \eC.
Symbolem D oznaczamy kolo jednostkowe {\ € C : || < 1}.

Definicja 1.3.8. Odlegloscig Mobiusa nazywamy funkcje
AL — Ao

m()\l, )\2) = m

. AL A eD.
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Niech
14+m

1—-m

1
p:=tgh'm = 3 log

oznacza odlegtos¢ Poincaré.
Ponadto, metryke Poincaré okreslamy jako

1
A)i=—F—, AeD.

Definicja 1.3.9. Rodzine pseudoodlegtosci d = (dp)p, indeksowana po wszyst-
kich obszarach we wszystkich przestrzeniach C", nazywamy holomorficznie kon-
traktywng, gdy

(a) dp = D,

(b) da(f(2), f(w)) < dp(z,w), f € O(D,q), z,we D CC* G cCCk

Definicja 1.3.10. Rodzine pseudometryk 6 = (d0p)p, indeksowanag po wszystkich
obszarach we wszystkich przestrzeniach C", nazywamy holomorficznie kontraktyw-

ng, gdy

(CL) 6]1)(71) =7,
(b) 6c(f(2); f'(z)v) < dp(z;v), feOD,G), e DCC" veC GcCCk

Przypadek pseudometryk nazywany jest réwniez infinitezymalnym.

Holomorficznie kontraktywne sa np. pseudoodlegtosé Carathéodory’ego ¢, pseu-
doodlegtosé Kobayashiego k, pseudometryka Carathéodory’ego-Reiffena ~ i pseu-
dometryka Kobayashiego-Roydena s« (definicje w Rozdziatach 2 i 3). Funkcja Lem-
perta £ spelnia warunki (a), (b) Definicji 1.3.9, ale ogdlnie nie jest pseudoodleglo-
Scia (nie musi spetnia¢ warunku tréjkata).

Z lematu Schwarza-Picka (Dodatek) wynika, ze

cp <dp < kp <Lp, ~p<dp < xup.

Jesli zachodzi réwnos¢ e¢p = €p i vp = #p, okreslamy to mianem twierdzenia
Lemperta dla D.

Twierdzenie 1.3.11 (Twierdzenie Lemperta, [Lem81, Lem82|, por. [JP13,
RW&83| i Uwage 3.1.14). Niech D C C" bedzie obszarem wypuktym. Wowczas

chéD, ’YD:%D.

Niech d = (dp)p bedzie holomorficznie kontraktywna rodzina pseudoodleglo-
Sci. Obszar D C C™ nazywamy d-hiperbolicznym, gdy dp(z,w) > 0 dla z,w € D,
z # w. Na mocy twierdzenia Lemperta, d-hiperboliczno$é obszaru wypuktego nie
zalezy od rodziny, tym samym mozemy opusci¢ przedrostek d.

Ponizszy lemat jest motywowany podobnym wynikiem dla obszaréw tubowych
[JP13, Proposition 13.6.1].

Lemat 1.3.12 (por. [BS09], Theorem 1.1). Dla obszaru wypuktego D C C" na-
stepujgce warunki sg rownowazne
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(a) D jest biholomorficzny z obszarem ograniczonym w C",
(b) D jest hiperboliczny,
(¢) D nie zawiera prostej zespolonej.

Dowob. Implikacje (a) = (b) = (c¢) sa oczywiste i zachodza w kazdym
obszarze. Dzigki [JP13, Proposition 13.1.7] zachodzi wynikanie (¢) = (a). O

Whiosek 1.3.13. Istnieje obszar wypukly Q C R3 i izometria A w R3 taka, Ze
obszar semitubowy Sq jest hiperboliczny, ale Saq) nie.

DowOD. Niech 2 :=R x (0,1)% i A przeksztalca Q na (0,1)? x R.

Sposob 1. Sprawdzamy warunek (a). Obszar Sg = (R x (0,1)) x ((0,1) x R)
jest biholomorficzny z D x D. Natomiast S4(q) jest biholomorficznie réwnowazny
obszarowi D x C, ktory na mocy twierdzenia Liouville’a nie jest biholomorficzny
z obszarem ograniczonym.

Sposdb 2. Sprawdzamy warunek (c). Dla kazdego odwzorowania holomorficzne-
go f: C — Sq funkcje harmoniczne Im f; i Re f; sa ograniczone, wiec z twierdze-
nia Liouville’a state. Zatem f, f tez sa stale (réwnania Cauchy’ego-Riemanna).
Oczywiscie, S4(q) zawiera proste zespolone. O
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(Stabe) m-ekstremalne i m-geodezyjne

2.1. Wprowadzenie

Zaktadamy dla potrzeb tego rozdziatu, ze m > 2 jest liczba naturalng (o ile
nie wspomniano inaczej).

Niech D C C" bedzie obszarem. Oznaczamy przez O(D, D) zbiér odwzo-
rowan h takich, ze istnieje otoczenie U = U(h) zbioru D spetiajace warunek
h e O(U,D).

Definicja 2.1.1. Niech Ay, ..., A\, € D beda réznymi punktami (rézne = parami
rézne). Odwzorowanie holomorficzne f : D — D nazywamy stabg m-ekstremalng
dla A1, ..., Ay, jesli nie istnieje h € O(D, D) takie, ze h(\;) = f(N;), 7 =1,...,m.
Naturalnie, staba m-ekstremalnosé oznacza stabg m-ekstremalnosé dla pewnych
Alyeoy A
Jesli powyzszy warunek jest spetniony dla kazdego wyboru Aq, ..., A, méwimy,
ze f jest m-ekstremalng.

Uwaga 2.1.2 (por. Lemat 2.2.1(a)). Odwzorowanie holomorficzne f : D — D
jest stabg m-ekstremalng dla Ay, ..., \,, wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma odwzo-
rowania g € O(D, D) takiego, ze g(\;) = f(N\;), j=1,...,m,1¢g(D) CC D.

Symbolem T oznaczamy okrgg jednostkowy {A € C : |\| = 1}. Dla a € D
definiujemy funkcje Mobiusa

A—a
aA)i=—, AeD.
ma() = 775
Bedziemy rozwazaé¢ skonczone iloczyny Blaschkego, tj. funkcje
k
B:=c H M,
j=1

gdzie k € Ny, o; € D, ¢ € T. Liczb¢ k nazywamy stopniem i oznaczamy deg B.
W przypadku k = 0, funkcja B jest stata unimodularng c.

Definicja 2.1.3. Odwzorowanie f € O(D, D) okre$lamy m-geodezyjng, jezeli ist-
nieje F' € O(D, D) takie, ze F o f jest niestalym iloczynem Blaschkego stopnia co
najwyzej m — 1. Funkcja F jest wtedy m-lewq odwrotng.
Wprowadzone pojecia uogodlniaja klasyczne ekstremalne Lemperta i geodezyj-
ne, gdyz
18
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Uwaga 2.1.4. Odwzorowanie holomorficzne jest staba 2-ekstremalng (odp. 2-
geodezyjna) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ekstremalng Lemperta (odp. geode-

zyjna,).
Aby to wyjaséni¢, wprowadzamy nastepujace oznaczenia. Niech D C C" bedzie
obszarem i niech z,w € D.

Definicja 2.1.5. Funkcje Lemperta okreslamy wzorem
£p(z,w) :=inf{p(A1, A2) : A\, Ao €D i 3f € OD, D) : f(M1) = 2z, f(A2) =w}.

(Infimum jest wzigte po niepustym zbiorze [JP13, Remark 3.1.1(a)].)
Jesli z # w i istnieje odwzorowanie, dla ktorego infimum jest osiagniete, to
nazywamy je ekstremalng Lemperta (lub £p-ekstremalng) dla z, w.

Uwaga 2.1.6. Czesto pomijamy okreslenie ”dla 2z, w”. Mamy wtedy na mysli, ze
odwzorowanie jest ekstremalng Lemperta dla pewnych z, w.

Ogolnie, nie musi istnie¢ ekstremalna Lemperta dla z,w. Istnieje natomiast,
gdy D jest taut (zob. Dodatek).
Mamy nastepujaca wtasnosé¢ normalizacyjna

£p(z,w) = inf{p(0,£) : £ € [0,1)13f € O(D, D) : f(0) =z, f(§) =w}.
Wynikajacy stad (przez rozwazenie odwzorowan postaci h,.(\) := h(rA), A € D,
r > 1) zwiazek stabych 2-ekstremalnych i ekstremalnych Lemperta mozna przefor-
mutowaé w nastepujacy sposob.
Uwaga 2.1.7. Niech A\, A2 € D beda rézne. Wéwezas odwzorowanie f € O(D, D)
jest stabg 2-ekstremalng dla Ay, Ay wtedy i tylko wtedy, gdy
Lp(f(M), f(A2)) = (A1, Aa).

Definicja 2.1.8. Funkcje

cp(z,w) : =sup{p(F(z), F(w)): F € O(D,D)} (2.1.1)

— sup{p(0, F(w)) : F € O(D,D), F(z) = 0}

nazywamy pseudoodleglosciq Carathéodory’ego. (Istnieje funkcja realizujaca supre-

mum. )
Odwzorowanie holomorficzne f : D — D jest geodezyjng, gdy

ep(f(M), f(A2)) = p(A1, Aa) (2.1.2)
dla dowolnych (réwnowaznie, dla pewnych réznych) Ay, Ay € D.

W szczegolnosci, geodezyjna jest ekstremalna Lemperta dla dowolnych dwéch
réznych punktéow swojego obrazu (czyli 2-ekstremalna).

Uwaga 2.1.9 (por. [JP13], Proposition 11.1.7). Warunek (2.1.2) zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja F' € O(D, D), okreslana mianem lewej odwrotney,
taka, ze Fo f € Aut(ID). W tej sytuacji doktadnie te funkcje F' realizuja supremum
w (2.1.1) dla z := f(\1), w:= f(A2), przy dowolnych réznych A, Ay € D.
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Wobec tego, pojecia 2-geodezyjnej i geodezyjnej, podobnie jak 2-lewej odwrot-
nej i lewej odwrotnej sg identyczne. Mozna przyjaé, ze automorfizmem kota w de-
finicjach jest identycznosc.

Uwaga 2.1.10. Zatézmy, ze f : D — D jest stabg 2-ekstremalng dla \;, Ay oraz

cp(f(M), F(A2)) = £p(f (A1), f(A2))-

Wynika stad, ze f jest 2-geodezyjna. Wobec tego, jesli D jest obszarem, ktory
spehia teze twierdzenia Lemperta (przynajmniej w przypadku pseudoodlegltosci),
to kazda jego staba 2-ekstremalna jest 2-geodezyjna. Zatem, gdy dodatkowo D jest
taut, dla kazdych z,w € D istnieje 2-geodezyjna f : D — D taka, ze z,w € f(DD).

Na mocy twierdzenia Lemperta otrzymujemy

Whniosek 2.1.11 (por. [Lem82|, Lemma). Niech D C C" bedzie obszarem wy-
puktym, a f : D — D slabg 2-ekstremalng. Wowczas [ jest 2-geodezyjng. Jesli
ponadto D jest taut, to dla kazdych z,w € D istnieje 2-geodezyjna f : D — D
taka, Ze z,w € f(D).

Narzuca si¢ w zwigzku z tym pytanie, czy istnieje 2-ekstremalna niebedaca
2-geodezyjna (P1).

Uwaga 2.1.12. Z opisu m-ekstremalnych w D (czyli wspomnianego we Wstepie
rezultatu G. Picka) wynika, ze w dowolnym obszarze m-geodezyjnosé implikuje m-
ekstremalnosé. Wystarczy bowiem ztozy¢ m-geodezyjna f : D — D z jej m-lewa
odwrotna.

Jest oczywiste, ze dla kazdego z przedstawionych poje¢, "poziom” m pocigga
za soba m + 1. Sg one niezmiennicze wzgledem biholomorfizméw i ztozen z auto-
morfizmami .

Nie wiemy, czy istnieje m-ekstremalna, ktora nie jest zadna k-geodezyjna (P2).

2.2. Ogodlne wtasnosci i przypadek ptaski

Niech || flls := supg | f|.

Lemat 2.2.1. Niech D C C" bedzie obszarem i@ Ay, ..., Ay € D rozZnymi punktams.

(a) Ustalmy z1,...,2z, € D. Wéwczas istnieje h € O(D, D) takie, ze h()\;) = zj,
Jj=1,...,m, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g € O(D, D) takie, ze g(\;) = 2,
j=1,...,m, oraz g(D) CC D.

(b) Niech D > )\ﬁk) — N\j, k — o0, i niech f: D — D bedzie stabg m-ekstremalng
dla )\gk), ey )\gj). Wtedy f jest stabg m-ekstremalng dla A, ..., A\p,.

(c) Zatoimy, ze fi, f € OD,D), fr(A;)) — f(};), k — oo, oraz fi, sq stabymi
m-ekstremalnymi dla Ay, ..., \y. Wowczas [ tez nig jest.

(d) Jesli O(D, D) > fr — f € O(D, D) punktowo i kazde fi jest m-ekstremalnq,
to f tez.
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DowOD. Niech wy, ..., w,, € C" w:= (wy, ..., w,). Odwzorowanie wielomia-
nowe
n A—A
P,V =311 " w;, Aec,
=1 iy N~ M
ma wlasnoéé: P,(\) = w;, | = 1,...,m, oraz ||P,|ls — 0, gdy w — 0, dla

dowolnego S cc C.
(a) Jesli mamy g, to rozwazmy g.(\) := g(A/r), A € rD, r > 1. Skoro

gr(Xj) +9(N) — 9:(Nj) = 2,
ktadziemy w; = w;(r) := g(A\;) — g»(\;) oraz h := g, + P, dla r bliskich 1.
(b) Przypusémy, ze istnieje h € O(D, D) takie, ze h(X;) = f(N;), i =1,...,m,
oraz h(D) CC D. Postepujemy podobnie jak wyzej z réwnaniem
BT) +BOG) = hO) + FS) = £ ) = FO)

J

i dostajemy sprzecznosé¢ ze stabg m-ekstremalnoscig f dla )\gk), L AB s>

(c) Jezeli istniatoby h € O(D, D) speliajace h();) = f(N\;), 7 = 1,...,m,
i (D) CC D, mielibysmy

h(Aj) + fr(Aj) — F(A) = fu(A),
wiec dla duzych k& odwzorowanie fj nie byloby staba m-ekstremalng dla A1, ..., \,,.
(d) Wynika to z (c). O

7 definicji stabej m-ekstremalnej wynika

Lemat 2.2.2. Niech D; C C* bedg obszarami i niech f; € O(D, D;), j =1,...,n.
Wowczas odwzorowanie (f1, ..., fn) : D — Dy x...x D, jest stabg m-ekstremalng
dla My, ..., A\, wtedy @ tylko wtedy, gdy przynajmniej jedno z odwzorowan f; jest
stabg m-ekstremalng dla A1, ..., \p,.

W szczegblnosci, mamy nastepujacy opis dla polidysku D™,

Uwaga 2.2.3. Niech f : D — D" bedzie odwzorowaniem holomorficznym. Wow-
czas nastepujace warunki sa rownowazne

(a) f jest staba m-ekstremalna,

(b) f jest m-ekstremalna,

(c) f jest m-geodezyjna,

(d) f; jest niestatym iloczynem Blaschkego stopnia co najwyzej m —1 dla pewnego
jed{l,...,n}.

Jak wiemy, funkcja holomorficzna f : D — D jest (staba) m-ekstremalng
wtedy i tylko wtedy, gdy jest niestatym iloczynem Blaschkego stopnia < m — 1.
Wynika stad, ze staba m-ekstremalno$¢ pokrywa sie z m-ekstremalnosciag i m-
geodezyjnosciag oraz jest catkowicie opisana we wszystkich jednospojnych witasci-
wych obszarach w C.
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Interpolacja wielomianowa natychmiast pokazuje, ze C", (C,)* i C" x (C,)* nie
posiadaja stabych m-ekstremalnych.

Prezentujemy opis stabych m-ekstremalnych pozostatych obszarow ptaskich, tj.
obszaréw D C C takich, ze #(C\ D) > 21 D nie jest biholomorficzny z D. Sa to
wszystkie niejednospdjne obszary taut na ptaszczyznie. Poprzedzimy go lematem
(podstawowe wlasnosci nakryé holomorficznych dostepne sa w Dodatku).

Lemat 2.2.4. Niech I1 : D — D bedzie nakryciem holomorficznym migdzy o0b-
szarami D,D C C". Zatozmy, ze f D — D jest m-ekstremalng. Wowczas
f=1Io f : D — D jest stabg m-ekstremalng.

DowOD. Przypusémy, ze f nie jest stabg m-ekstremalng. Wtedy dla dowolnego
k > m istnieje ry > 11 funkcja hk € O(riD, D) spetiajaca hi(j/k) = f(j/k),
J=0,...,m—1. Poniewaz f( ) € I ({h4(0)}), mozemy podnies¢ hy przez IT do
hk € O(ryD, D) z warunkiem hk(O) £(0). Z twierdzenia Montela pewien podciag
hlk jest lokalnie Jednostajnle zblezny na . Wowczas, dla duzych k, Wszystkle
punkty 7y, (5/1x), f(j/lk) ( = 0,. — 1) wpadaja do otoczenia punktu f(0),
na ktorym II jest blholomorﬁczne. Z réwnoéci

(R, (/1)) = b (/1) = £ /) = T(F (/)

wnosimy, ze Elk (G/lI) = f(G/1k), 5 =0,...,m—1, co przeczy m-ekstremalnosci f.
0

Propozycja 2.2.5. Niech D C C bedzie niejednospojnym obszarem taut, a II :
D — D nakryciem holomorficznym. Wowczas funkcja holomorficzna f - 1D — D
jest stabg m-ekstremalng wtedy i tylko wtedy, gdy f = llo B, gdzie B jest niestatym
tloczynem Blaschkego stopnia < m — 1. Ponadto, f nie jest m-ekstremalng.

DowOD. Kazda funkcja holomorficzna f : D — D moze by¢ podniesiona
przez I1, tzn. istnieje B € O(D, D) takie, ze f = Ilo B. Zal6zmy, ze f jest staba m-
ekstremalng dla Ay, ..., \,,. Wowczas B jest slab@ m-ekstremalng dla Ay, ..., Ay,
tj. niestaltym 1loczynem Blaschkego stopnia < m — 1.

Na odwrét, zatozmy, ze f = Ilo B, gdzie B Jest niestatym iloczynem Blaschkego
stopnia < m — 1. Na mocy Lematu 2.2.4, funkcja f jest staba m-ekstremalna.

Przypusémy, ze f jest m-ekstremalng. Twierdzimy, ze Il jest m-ekstremalna.
Zat6ézmy bowiem przeciwnie. Wynika stad, ze istniejg rozne punkty Ay,..., A\, € D
i funkcja holomorficzna h : D — D speliajaca h();) = II()\;), j = 1,...,m,
i h(D) CC D. Niech p; € D beda takie, ze \; = B(u;). Wowcezas h o B daje
sprzecznos¢ ze stabag m-ekstremalnoscia f dla pq, ..., . Skoro II jest nieskon-
czonej (przeliczalnej) krotnosci, dla kazdego a € D zbior 1171 ({a}) C D jest nie-
skonczony. Wobec tego, funkcja stala a interpoluje II dla dowolnych réznych liczb
A,y A € T ({a}), sprzecznodé. O
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2.3. Quasi-zbalansowane obszary pseudowypuktle
Definicja 2.3.1. Niech k = (ky,...,k,) € (N}).. Obszar D C C" taki, ze
AeD, ze€ D= (\z,...,\r2,) € D,

nazywamy k-zbalansowanym lub ogélnie quasi-zbalansowanym. Obszar (1,...,1)-
zbalansowany jest zbalansowany.

Lemat 2.3.2. Niech D C C" bedzie k-zbalansowanym obszarem pseudowypuklym
i niech f € O(D, D) (odp. f € O(D, D)). Zaléimy, ze

f= (mlg}gph S 7m§n<10n)7
gdzie p; € O(D) (odp. p; € O(D)), a €D i @ := (p1,...,n). Wowczas p(D) C D
albo (D) C 9D (odp. ¢ € O(D, D)).

DowOD. Rozwazmy dwa przypadki.
(a) ki, ..., k, > 1. Niech
h(z) ::inf{t>0: (i,,;) ED}, zeC",
oznacza k-funkcje Minkowskiego obszaru D. Jesli k = (1,...,1), to mamy do
czynienia z klasyczna funkcjg Minkowskiego (por. s. 85). Wowczas
o D={zecC":h(z) <1},
o h(Nizy, ... Xenz) = |MA(2), 2 € C*, A € C,
e D jest pseudowypukty wtedy i tylko wtedy, gdy log h € PSH(C") [Nik06]
(por. [JP13, Proposition 2.2.15]).
Poniewaz ho ¢ jest funkcja subharmoniczng na D (log h € PSH(C™) implikuje
h € PSH(C")) oraz
limsup A(¢(A\)) = limsup h(f(\)) < 1
A—T A—T
(odp. hop=ho f <1naT),
dostajemy (D) C D albo ¢(D) C 9D (odp. ¢ € O(D, D)).

(b) W przeciwnym przypadku zatézmy, ze ky = ... = ks =0, kgy1,..., kn > 1,
gdzie 1 < s <n —1. Oznaczmy 2’ := (21,...,2s), 2" = (2s41,...,2,) dla z € C™.
Niech G bedzie rzutem D na C?. Definiujemy A tym samym wzorem jak wczesniej,
ale dla z € G x C"~*. Dalej rozumujemy analogicznie jak w [Nik06] (por. [JP13,
Proposition 2.2.15]). Okreslamy odwzorowanie & : G x C"* — C", ®(z) :=
(z’,zfﬂl, ..., zk) i Kladziemy D = ®4(D), h := h o & Woéwczas h(z,\2") =
IA|R(2, "), co oznacza, ze

D={(,2)eGxC=:h(<, ) <1}

jest pseudowypuklym obszarem Hartogsa nad G z widknami zbalansowanymi. Dla
dowolnego punktu 2’ € G, funkcja h(2’,-) jest funkcja Minkowskiego wtdkna

D. :={z"eC"*:(,2") e D},
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wobec czego G jest pseudowypukly i logh € PSH(G x C"#) [JJO1, Proposi-
tion 4.1.14]. Skoro h(z) = h(, Rsiy/Zst1s - - > "%Y/Zn) (Przy dowolnym wyborze pier-
wiastkéw), mamy logh € PSH(G x (C,)"*). Z twierdzenia o usuwaniu osobliwo-
Sci funkcji plurisubharmonicznych [JJO1, Proposition 3.4.19] wynika, ze logh €
PSH(G x C*#).

Dowdd konczymy jak w przypadku (a). O

Nastepujacy lemat odegra kluczowsa role w badaniu (stabych) m-ekstremalnych
m.in. w elipsoidach zespolonych.

Lemat 2.3.3. Niech D C C" bedzie k-zbalansowanym obszarem pseudowypukiym,
a f: D — D stabg m-ekstremalng dla Ay, ..., \p.
(a) Zaléimy, ze f = (mFrpr,....mip,), ¢, € OD), a €D, ¢ = (p1,...,0.).
Wowczas o(D) C D albo (D) C 0D, i w pierwszym przypadku
(1) ¢ jest stabg m-ekstremalng dla M1, ..., Ay,
(17) jeslim >3, Ay =i ky, ..., k, > 1, to o jest stabg (m — 1)-ekstremalng

dla )\1, N /\m—l-
(b) Przypusémy, ze D > A1 # My, A 010z ke, ..k, < 1, 1 € N. Wtedy
odwzorowanie ) = (m&k:mfl, . m&kgﬂfn) : D — D jest stabg (m + 1)-
ekstremalng dla Ay, ..., Apy1-

DowOD. (a) Przyjmijmy, ze (D) C D.
(1) Przypusémy, ze istnieje h € O(D D) takie, ze h(\;) = ¢(N\)), 7 = 1,.
n) € 9

j
Wtedy g := (mFihy,...,mkh O(D, D) spetnia g(\;) = f(A ), ] =
1,...,m, sprzeczno$c.

(ii) Zatozmy, ze jest h € O(D, D) takie, ze h();) = p(N\;), j = 1,...,m — 1.
Wowezas g := (mFthy,... mkh,) € (’)(]D D) spemia g(\;) = f(\)), J =

L,...,m—1,1g(a) = f(a) = 0, sprzecznosc.

(b) Dowodzimy indukcyjnie ze wzgledu na [. Dla l = 1 zat6zmy istnienie odwzo-
rowania h € O(D, D) takiego, ze h();) = ta)(A;), j = 1,...,m+1. Odwzorowanie
g:= (hl/mi;ﬂ, e hn/m)\’:nﬂ) € O(D, D) spelia g(\;) = f(N),j=1,...,m+1,
sprzeczno$é.

Krok [ = [ + 1: postepujemy jak wyzej dla gy i 41y zamiast f 1 9
odpowiednio. O

Przy zaltozeniu, ze f jest m-ekstremalng, wydaje si¢, ze ogélnie v(;) nie powinno
by¢ (m + 1)-ekstremalna (P3).

Lematy 2.3.3(a)(i7) i 2.2.1(b) daja
Whniosek 2.3.4. Niech D C C" bedzie k-zbalansowanym obszarem pseudowypu-
kltym, a f jego m-ekstremalng. Zaléimy, ze f = (mFrpr, ... mkrp,), ¢; € O(D),
aeD, m>3, ky,....k, > 1. Wtedy ¢ := (¢1,-..,¢n) jest (m — 1)-ekstremalng
w D albo (D) C 0D.

Pojawia si¢ pytanie, czy analogon Wniosku 2.3.4 zachodzi dla m-geodezyjnych.
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Uwaga 2.3.5. Pokazemy, ze jest falszywy dla

(@) m > 4 1 pewnego k # (1,...,1) nawet w przypadku wypuklym (Wniosek
2.4.4).

(b)y m>4ik=(1,...,1) (Wniosek 2.4.5).

(¢) m>5ik=(1,...,1) nawet w przypadku wypuklym (Propozycja 2.4.6).

Dlam =4ik = (1,...,1) kwestia przypadku wypuklego jest otwarta (P4).
Okazuje sie, odpowiedz jest pozytywna dla m = 3.

Propozycja 2.3.6. Niech D C C" bedzie k-zbalansowanym obszarem pseudowy-
puktym, a f jego 3-geodezying. Zaldimy, ze f = (mFrpy, ... mkrp,), ¢, € O(D),
a €D, ky,....k, > 1. Wowczas ¢ = (p1,...,pn) jest 2-geodezyjng w D albo
o(D) C 0D.

Jesli f jest dodatkowo 2-geodezyjnag, to p(D) C OD.

Przed pokazaniem tego, przypomnijmy

Twierdzenie 2.3.7 ([EKZ13], Theorem 3). Niech D C C" bedzie k-zbalansowa-
nym obszarem pseudowypuktym i niech f : 1D — D bedzie 2-geodezyjng. Zalozimy,
ze [ = (mfo,...,mi,), ¢ € OD), a € D. Wtedy ¢ = (p1,...,¢,) jest
2-geodezyjng w D albo (D) C dD.

Bedziemy postepowac¢ bardzo podobnie jak w tamtym dowodzie.

Dow6D PrOPOZYCII 2.3.6. Mozemy przyjaé, ze o = 0, wiec f(0) = 0. Wie-
my z Lematu 2.3.2, ze ¢ € O(D, D) albo ¢ € O(D,0D). Zatézmy, ze zachodzi
pierwszy przypadek. Niech F' € O(D,D) bedzie takie, ze F o f jest iloczynem
Blaschkego stopnia 1 albo 2. Mozemy przyjaé, ze F'(0) = 0, a stad albo

F(f(\) =2, wtedy oznaczmy m := 1,
albo
F(f(X)) = Amy(X) dla pewnego v € D, woéwczas m := m,.
Ustalmy z € D i rozwazmy funkcje holomorficzne okreslone na otoczeniu D
Go i A F(\Fzy o X2 )N mo A — m()).

Skoro |g.(A)] < 1 = |m(\)| dla A € T, twierdzenie Rouché implikuje, ze funkcja
D> A+ g.(A) —m(\) € C maw D te sama liczbe zer jak m.

Wobec tego, nie ma zer gdy m = 1. To jest nieprawda dla z € (D), wiec
zatozenie p(D) C D jest falszywe w tym przypadku. ”Dodatkowe” stwierdzenie
jest udowodnione.

Jesli m = m,, to funkcja g, — m ma w D doktadnie jeden pierwiastek G(z).
Poniewaz wykres funkcji G : D — D, réwny

{(z,A\) €D xD: F(\zy, ... Mrz)) = dm, (V)}
jest zbiorem analitycznym, wynika stad holomorficznos¢ G ([f.oj91, Chapter V,

§1], por. [Chi89] i [JJ02, Sekcja 5.5]). Ponadto, G(¢(\)) = A dla A € D, co kohczy
dowod. U
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Konczymy sekcje nastepujaca wlasnoscia.
Lemat 2.3.8. Niech D C C" bedzie k-zbalansowanym obszarem pseudowypukiym
i niech p € O(D,0D), a € D, ky, ..., k, < 1. Wtedy f = (mFro,....mk,) :
D — D jest stabg 2-ekstremalng dla o i p € D\ {a}.

W szczegélnosci, dla dowolnego a € 0D odwzorowanie D 3 X —— Aa € D jest
stabg 2-ekstremalng dla 0 1 p € D,.

Dowo6p. Mozna przyjaé, ze o = 01 f(A) = (Mp(N), b(N), A € D, gdzie
V= (o1, 0s), U = (Psi1,---,9n) dla pewnego 1 < s < n. Przypusémy, ze
h € O(D,D) spetnia h(0) = (0,9(0)) i h(p) = (ub(p), & (). Weedy h(A) =
(Ag(A);g(A)), A € D, dla pewnego odwzorowania (g,g) € O(D, D). Przeczy to
r6wnoset (g,)() = (¥(1), (1)) = p() € OD. .

2.4. Elipsoidy zespolone

//\@

Definicja 2.4.1. Niech p = (p1,...,p,) € RZ. Elipsoidg zespolong nazywamy
obszar

E) ={2€C": |z + ...+ |2, < 1}.
Piszemy ponadto

g(p(]v s >p0) = g<p0) - Cn7 Po > 0.
———’

n
Jednostkowa kula euklidesowa, w skrocie kula, to oczywiscie

B,:=&(1) cC"

Uwaga 2.4.2. (a) &(p) jest k-zbalansowana i pseudowypukta, k € (Nj).,.
(b) E(p) jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy p1,...,pn = 1/2.

W [KZ14, Proposition 11| podano przyktady m-ekstremalnych niebedacych
m-geodezyjnymi dla m > 4 w B,, n > 2. W Sekcji 2.5 pokazujemy, ze nie jest to
mozliwe w kuli dla m = 3. Ponizej mamy w szczegdlnosci przyktad 3-ekstremalnych
niebedacych 3-geodezyjnymi w obszarze wypuktym.

Propozycja 2.4.3. Niechm > 3 1 0 < a < 1. Wowczas odwzorowanie
fA) = (a ™2 (1 —a)A™h), XeD,
jest m-ekstremalng, ale nie m-geodezyjng w E(1/2) C C2.

DowOD. Odwzorowanie
D3 A (X" (1 —a)\™ ) € £(1/2)

jest m-geodezyjna (m-lewa odwrotna z — 21 + 25), wigc Lemat 2.3.3(a) (i) méwi,
ze f jest m-ekstremalna. Przypu$émy, ze istnieje F' € O(€(1/2), D) takie, ze F o f
jest iloczynem Blaschkego stopnia < m — 1. Mozna zalozy¢, ze F'(0) = 0, skad na
podstawie rozwiniecia Taylora wynika, ze (z doktadnoscia do statej unimodularne;j)
F(f(\) =X "2 albo F(f(\)) = A™?m,(\) dla pewnego v € D.
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W pierwszym przypadku mamy F(z) = z1/a, co jest niemozliwe.

Dla drugiego przypadku rozwinmy F(z) = a2z, + B3z, + 022 +. .. Przy ustalonym
z € £(1/2), funkcja g.(\) := F(Az2)/), okreSlona w otoczeniu D, jest mniejsza na
modut od 1 na T. Wynika stad, ze ¢,(0) = az; + Bz, € D dla z € £(1/2). Zatem
la], |B| < 1. Z poréwnania wspélezynnikow w réwnaniu

A" ma(A) = F(f(V)

mamy
—v = aa,

|~y = B(1 —a)+da?, m =3,

= B(1 —a), m > 4.

Rozwazmy najpierw mozliwos¢ m > 4. Otrzymujemy
1-a*><1—|afa®=1-]y*<1-aq,

skad a < a?, sprzecznosé.

Dla m = 3 niech funkcja g : D — D bedzie dana jako g(z;) := F(21,0)/21 =
a+oz + ...

Jedlila| =1, to g =, 0 =01 |y| = a, wiec f =1+ a, sprzecznosc.

W przeciwnym przypadku g ma wartosci w . Funkcja h :=myog: 1D — D
spetnia h(0) = 0, zatem

1> |W(0)] = 1 _|6||a|2.
To daje
1—laf*a® =1~ > <|B|(1 - a) + [0la* <1 —a+ (1 - |af*)a”,
tj. a < a?. U

Whiosek 2.4.4 (por. Uwage 2.3.5(a)). Niech m > 4 i 0 < a < 1. Wéwczas
odwzorowanie f : D — E(1/2) C C?,

FO == (@™ (1—a)A™), AeD,

jest m-geodezyjng takq, ze p(\) == (f1(N\)/ N2, fo(N) /) nie jest (m — 1)-geodezyjng
w E(1/2).

Whniosek 2.4.5 (por. Uwage 2.3.5(b)). Niech m > 4 i niech liczby 0 < a < 1,
b,c > 0 bedg takie, ze ab+ c = 1. Wowczas odwzorowanie

f:D—D:={2€C:|z| <1, |2| <1/a, |z12| + |23| <1},

FON) = (aX, DA™ 2 eA™ 1),
jest m-geodezyjng takq, Ze p(X) = f(\)/A nie jest (m — 1)-geodezyjng w D.
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DowOD. Wielomian z; 25 + 23 jest m-lewg odwrotng f. Przypus$émy, ze istnieje
F € O(D,D) takie, ze
F(a,bA™ 3 cA™ %) = B()\), AeD,
gdzie B jest niestalym iloczynem Blaschkego stopnia < m — 2. Funkcja
G : {(22,23) € C*: |z| + |23] < 1} D (22, 23) — F(a, z3/a, z3) € D
spelnia réwnosé
G(abA™ 3 cA™?) = B()\), AeD,
co przeczy Propozycji 2.4.3. U

Propozycja 2.4.6 (por. Uwage 2.3.5(c)). Niech m > 5 i niech liczby dodatnie a,b
spetniajg warunek 2a® +b = 1. Wéwczas odwzorowanie

f:D—&:={2€C®: |z]* + |2+ |z| <1},
FON) == (aX, a2 bA™ ),

jest m-geodezyjng takq, Ze p(N\) := f(X)/A nie jest (m — 1)-geodezyjng w E.

DowOD. Wielomian 22729+ 23 jest m-lewg odwrotng f. Przypus$émy, ze istnieje
F € O(&,D) takie, ze

F(a,aA™ 3 bA™?) = B(\), XeD,
gdzie B jest niestalym iloczynem Blaschkego stopnia < m — 2. Rozwazmy funkcje
G {(z,23) € C*: |2* + |23] < 1} 3 (20, 23) — F(a, V1 — a2z9, (1 — a®)23) € D.
Wowezas
G(cA™ 3, d\"?) = B(\), AeD,

dla pewnych liczb dodatnich ¢, d spetiajacych ¢ +d = 1, tj.

a g b
Vice ‘Ti-a
Mozna przyjaé, ze G(0) = 0. Wtedy B(A) = X" 3m,()\) dla pewnego v € D
(z doktadnoscia do statej unimodularnej; przypadek B(\) = A™~3 nie zachodzi).
Rozwijajac G(z2, 23) = aza + [Bz3 + . .., dostajemy

C =

ac = —7,
fd=1—h
Stad B(1 — ¢?) =1 — |a|?c?, czyli
B(1 —c?) + |al?*c® = 1. (2.4.1)

Identycznie jak w dowodzie Propozycji 2.4.3 pokazujemy, ze azo + (323 € D
dla kazdych 2y, z3 takich, ze |z|? + |23] < 1. W szczegdlnosei, |al,|8] < 1. Jest
oczywiste, ze nie moze by¢ |a| = |5| = 1, wiec (2.4.1) jest nieprawda. O
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Na mocy twierdzenia Lemperta, kazda staba 2-ekstremalna obszaru wypuktego
jest 2-geodezyjna. Dla wszystkich m, jednowymiarowe kontrprzyktady (Propozycja
2.2.5) daja sie tatwo uogdlni¢. Mianowicie, niech D C C bedzie niejednosp6jnym
obszarem taut, a f : D — D stabg m-ekstremalng. WeZmy obszar G C C”
i odwzorowanie g € O(D,G) spelniajace warunek g(D) CcC G. Wtedy (f,g) :
D — D x G jest staba m-ekstremalna, ale nie m-ekstremalna (Lemat 2.2.2).
Nie umiemy rozstrzygnaé, czy taka sytuacja jest mozliwa dla m > 3 w obszarze
wypuklym (P5).

Prezentujemy niewypukty, ale topologicznie Sciggalny kontrprzyktad, ktory wy-
nika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.4.7 ([Zwo00|, Theorem 4.1.1). Elipsoida zespolona E(p) jest wy-
pukta wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Legy(Ma, Aaa) = p(Ai, A2), a € 0E(p), i, s €D.

Whniosek 2.4.8. Niech E(p) bedzie niewypukita i niech B bedzie iloczynem Blasch-
kego stopnia m — 1, majgcym wszystkie zera rézne. Wtedy istnieje a € 0E(p) takie,
ze odwzorowanie Ba : D — E(p) jest stabg m-ekstremalna, ale nie m-ekstremalng.

DowOD. Z Lematu 2.3.8, dla dowolnego a € 0D odwzorowanie f,(\) := Aa
jest staba 2-ekstremalna dla 01 p € D,., wiec dostajemy stabg m-ekstremalnos¢ Ba
dzieki Lematowi 2.3.3(b). Natomiast z Twierdzenia 2.4.7 wynika, Ze istnieje a €
0&(p) takie, ze f, nie jest 2-ekstremalna. Gdyby zatem Ba bylo m-ekstremalna,
na mocy Wniosku 2.3.4 otrzymaliby$Smy przeciwne stwierdzenie. O

A. Edigarian [Edi95] podal bardzo silne narzedzie do badania probleméw eks-
tremalnych typu (P,,). Autor wprowadzil najpierw problem (P). Niech D C C"
bedzie obszarem ograniczonym. Odwzorowanie holomorficzne f : D — D na-
zywamy ekstremalng dla (P), jesli ®;(f) = a; € R, j = 1,..., N, oraz nie ma
h € O(D, D) takiego, ze ®;(h) = a;, j = 1,...,N, i (D) CC D; ®y,..., Py
sa pewnymi funkcjonatami. Modelowymi przyktadami takich funkcjonatéw sg od-
wzorowania g — Reg();) i g — Img(\;), j = 1,...,m, dla pewnych réznych
My Am €D (N = 2m). W tym przypadku naturalne jest, ze wzgledu na wzér
Cauchy’ego, liczenie ile liczb A; jest réznych od 0. Liczbe ta okreSlamy piszac
(Pp—1) lub (P,,) (moze by¢ zdefiniowana dla innych probleméw (P)). Mamy na-
stepujacy zwigzek ze stabymi m-ekstremalnymi.

Uwaga 2.4.9 (por. [Edi95], Lemma 20 i [JP13], Remark 11.4.4). Niech D C C"
bedzie obszarem ograniczonym. Wowczas odwzorowanie holomorficzne f : D —
D jest staba m-ekstremalng dla m niezerowych punktow wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ekstremalna dla modelowego (P,,). W przeciwnym przypadku, gdy jeden
z m punktéw to 0, mamy réwnowaznie ekstremalng dla modelowego (Py,—_1).

Twierdzenie A. Edigariana dostarcza konieczng postac ekstremalnych f : D —
E(p) dla (P,,_1) (dla wygody piszemy m—1 zamiast m i zmieniamy sformutowanie).



2.4. ELIPSOIDY ZESPOLONE 30

Poniewaz ekstremalna taka, ze f; = 0 dla pewnego j € {1,...,n}, jest ekstremalna
dla tego samego problemu w nizej wymiarowym przypadku i na odwrot, mozna
bez straty ogdlnosci przyjmowaé, ze ten warunek nie zachodzi (ogdlna ekstremal-
na ma konieczng posta¢ nizej wymiarowej z funkcjami zerowymi na odpowiednich
wspOlrzednych).

Twierdzenie 2.4.10 ([Edi95], Theorem 4). Niech f : D — E(p) bedzie ekstre-
malng dla (Pp_1) takg, e f; 0, j =1,...,n. Wowczas

N — gy \ (1 —ag AN\
L) =a; T] (1 kﬂ) ( ki ) . j=1,...,n, (2.4.2)
k=1

— akj)\ 1 — @
gdzie
a; € C., Qi € ﬁ, aro € D, Tgj € {O, 1}, Ty = 1= ay; € D,
n m—1 m—1
> a7 JT N =) (1 = @A) = [T (A = apo)(1 —a@rod), A€ C,
j=1 k=1 k=1

przypadek ry; =0, k=1,...,m—1, j=1,...,n, oraz
{ag; k=1,....m—1} ={owo : k=1,...,m — 1} jako multizbiory,

Jg=1,...,n, jest wykluczony.

Uwaga 2.4.11. Niech f : D — C" bedzie postaci (2.4.2).

(a) Ostatni warunek znaczy dokladnie, ze f nie jest stala (lezaca w 9E(p)), row-
nowaznie f(D) C E(p).

(b) W pracy A. Edigariana nie ma warunku az € D, ale g € D. Jednak, jesli
ag, € T dla pewnego E, to z rownosci

n m—1 m—1
Z\aj|2pf H |)\—Oékj|2: H |>\—Oék0|2, )\ET,
j=1 k=1 k=1

wnosimy, ze dla kazdego j = 1,...,n istnieje k; € {1,...,m — 1} takie, ze
ar,j = ag,. Wtedy rp; = 0 i odpowiedni czynnik dla k; i j w (2.4.2) jest jedyn-
ka. Redefiniujemy oy ; 1 ag, jako ten sam element D i powtarzamy procedurg
w razie potrzeby.

(¢) Odwzorowanie f rozszerza si¢ na D. W szczegblnosci, f : D — &(p) jest
wlasciwe (Definicja 2.6.10).

Propozycja 2.4.12 ([JP13], Proposition 16.2.2, [JPZ93|). Niech E(p) bedzie wy-
pukta, a f : D — &(p) odwzorowaniem holomorficznym. Wowczas, jesli f; # 0,
j=1,...,n, to [ jest 2-ekstremalng (tj. 2-geodezyjng) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest postaci (2.4.2) zm = 2.

Nie wiadomo w ogélnej sytuacji, czy odwzorowania dane przez (2.4.2) sa choé-
by pewnymi stabymi [-ekstremalnymi (P6). Naszym celem jest zaprezentowanie
rozwigzan szczegdlnych przypadkow.
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Mamy nowe przyktady obszarow wypuktych, w ktérych staba m-ekstremalnosé
implikuje m-ekstremalnos¢.

Propozycja 2.4.13. Niech py > 1/2 i niech f: D — E(py) C C" bedzie odwzo-
rowaniem holomorficznym. Wowczas

(a) f jest stabg m-ekstremalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest m-ekstremalng.
(b) jesli f; 0, g =1,...,n, to f jest m-ekstremalng wtedy i tylko wtedy, gdy jest
postaci (2.4.2) dla p = (po, ..., po)-

DowOD. (a) Mozna zatozyé, ze f jest stabg m-ekstremalng dla 0 i pewnych
innych m — 1 punktéw oraz f; # 0 dla kazdego j. Wtedy f jest postaci (2.4.2).
Bez straty ogdlnosci zaktadamy, ze a; > 0.

Niech py = 1/2. Rozwazmy odwzorowanie g : D — £(1/2) dane przez

mol A s (1 —ap\ )
gi(A) =a; [] g ( . )

el 1-— @]ﬁ)\ 1 — @

(g jest niestate, bo ayo € D). Wowezas

m’l)\—ak'l—ak)\m’l A — Qo
9;(N) =a; [T 3—= -
k=1

— o 1 — @ el 1— ako)\'

Kladac F(z) := 21 + ...+ z,, mamy

co pokazuje, ze g jest m-geodezyjna. Po iteracji Lematu 2.3.3(a)(7) otrzymujemy
m-ekstremalnos¢ f.

Zatézmy, ze po > 1/2. Przypu$émy, ze istnieja rézne punkty A, ..., A, € D
i odwzorowanie holomorficzne h : D — E(py) takie, ze h(N) = f(N), I =1,...,m,
oraz h(D) CC E(py). Wtedy

m—1 1 — @i\ 2—1/po m—1 N — N\ Tk 1 — @\ 2
hwas ] (a’” ) =™ I ( : ‘“’”) ( - ) .

el 1 —ageN el 1-— akj)\l 1 — @i\

Zauwazmy, ze g : D — C™ zdefiniowane jako

m—1 — 2—1/po
— 1-— (677 A
{(A) i= hy(A)a (J )
9;(A) i(A) j kl;ll 1 — )
spetnia g(D) CC £(1/2). Faktycznie, niech gy bedzie wyznaczone przez réwnanie
1/(2po) + 1/qo = 1, tzn.
2po

= > 0.
do %o — 1
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qO) 1/qo0

Z nieréwnoéci Holdera mamy

. V(o) 4,
; 195 (A) (Z |72 (A |2p°) (Z

Jj=1

m— N2V
a2p0 1 Hl (i _Oékj)\> o

i1 \ L= @roA

2) 1/q0

akj/\
1 — @A

< o1/ (2po) (Z |a ’2170

< cl/(2ro) -

Y

gdzie ¢ := supp 27, |hy*0 < 1.
Wynika stad, ze f: D — & (1/2) okreslone wzorem

fi(A) = a?po "ﬁl (1)\ _fékj )’”k;‘ (1 — akj)\>2

k1 — akj)\ 1-— Oéko)\

nie jest staba m-ekstremalna dla Ay, . . ., A,,. Przeczy to wykazanej tezie dla £(1/2).
(b) Wniosek z dowodu (a). O

W ogoélniejszym przypadku dostajemy wyzsza ekstremalnosé.
Propozycja 2.4.14. Niech f : D — E(p) bedzie dane przez (2.4.2). Zalézmy, Ze
(@) po,p1,. .. pn > 1/2,
(b) ag; €D, 1 =0dlak=1,...,m—1orazj e J, gdzie J :={j : pj/po ¢ N},
(0) 5, = #{k i iy = 1},
(d) m:=m+ 3 ;4;,(pj/po — 1)s;
Wowczas f jest m-ekstremalng.

W szczegolnosci, jesli p/po € N", gdzie pg > 1/2, to odwzorowanie f jest
(m+ (m—1)(p1/po+ ...+ pn/po — n))-ekstremalng.

DowOD. Przypusémy, ze istnieja rozne punkty Aq, ..., A~ € D iodwzorowanie
h € O(D,&(p)) takie, ze h(N) = f(N) dla wszystkich [ oraz h(D) CC &(p). Dla
t € C odwzorowanie h := th + (1 — t)f speia h()\l) = f(N),l=1,...,m
Jednakze, dla ¢t € (0,1) bliskich 0 funkcje wspétrzedne h], j € J, nie znikaja w D,
gdyz fj;éOW@,oﬂejEJ.

Definiujemy g : D — C" przez g; := E?j /P Nieréwnosé Jensena implikuje

n

D g =" [thy + (1 —t) f;]
=1

J=1

SEY B+ (=)D |fj|* <tc+1—t<1naD,
j=1 j=1
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gdzie ¢ := supp X7, |hj|2pﬂ' < 1. Stad g(D) CC &(po). Dalej mamy

/po)r 1/
) — T (A ) (L awh)
J J k; 1 1-— akj/\l 1— OékO)\l

To pokazuje, ze odwzorowanie f D — &E(po),

(s /P0)Tk; — 1/po
~ i/ A—ay — Qi

1-— ()zk())\

nie jest stabg m- ekstremalnad dla A\, ...
Z Propozycji 2.4.13(b) odwzorowame g ]D — E(po),

_ oo (A= \™ (1 —aa )
G;(\) == a:;?g/po H <1_ J) ( Tk )

k=1 Oékj)\ 1— ako)\

jest m-ekstremalna. Stosujemy 3¢ ;(p;/po—1)s; razy Lemat 2.3.3(b) i Propozycje
2.4.13(a), aby otrzymadé m-ekstremalnos¢ f, sprzecznosé. O

Uwaga 2.4.15. Zauwazmy fakt wynikajacy z dowodu Propozycji 2.4.14. Przypu-
$¢my, ze p,q € RZ s takie, ze p;/qoj) € N, j = 1,...,n, dla pewnej permutacji
o zbioru {1,...,n} (jest to réwnowazne istnieniu odwzorowania holomorficznego
wlasciwego miedzy £(p) a £(q)). Zaltézmy, ze kazde odwzorowanie postaci (2.4.2)
w E(q) jest pewna (staba) t-ekstremalna. Wéwcezas dowolne odwzorowanie dane
przez (2.4.2) w £(p) jest pewna (slaba) s-ekstremalng. Procedura ta dostarcza
jednak te same p, tworzace zbidér [1/2,00) - N jak opisano w Propozycji 2.4.14.
Propozycja 2.4.16. Niech f : D — E(p) bedzie postaci (2.4.2). Zaldimy, Ze

( ) PosP1s- -+ Pn > 1/27

(b) gy €D dlak=1,...,m—1 oraz j € J, gdzie J := {j : p;/po ¢ N},

(0) S = (k) : 1y — 1},

(d) agj, (k,j) €S, sq rozne,

(e) s:=#S>m.

Wowczas f jest stabg s-ekstremalng dla oy, (k,j) € S.

DowOD. Przypusémy, ze istnieje odwzorowanie holomorficzne h : D — E(p)
spetniajace h(ag;) = f(ag;), (k,j) € S, oraz h(D) CC E(p). W szczegdlnosci,
hj(ag;) =0, (k,j) € S. Rozwazmy odwzorowania g : D — &(p) i f:D— E(p)
dane jako
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Mamy g(ax;) = f(ary), (k,j) € S, 1 g(D) CC E(p). Wynika stad, ze f(D) C E(p),
w przeciwnym razie f byloby stata lezaca w brzegu £(p) (przeczyloby to takze wa-
runkowi s > m). Zatem f nie jest staba s-ekstremalng dla oy, (k,j) € S. Jednak,

dzigki Propozycji 2.4.14, odwzorowanie f jest m-ekstremalna. Jest to niemozliwe,
gdyz s > m. 0

W dalszym ciagu (zob. tez Propozycje 2.5.9) pojawiaja sie niestale odwzo-
rowania postaci (a1By,...,a,By,), gdzie a € 0E(p) i By,..., B, sa skonczonymi
iloczynami Blaschkego. Sadzimy, ze dowolna m-ekstremalna w kuli jest réwnowaz-
na z ktéryms z tych odwzorowan (P8), o ktérych z kolei przypuszczamy, ze sa
pewnymi k-geodezyjnymi (P7). Datoby to pozytywna odpowiedz na (P9).
Propozycja 2.4.17. Niech a € 0E(p) bedzie takie, ze

(pjla;|)i—y = e(my,...,my), ¢>0, m; €N,
Zatozmy, ze By, ..., B, sq skoniczonymi iloczynami Blaschkego, nie wszystkie state.
Wtedy odwzorowanie f := (a1 By, . ..,a,By,) : D — E(p) jest pewng m-geodezyjna.

DoOwOD. RozwaZmy obraz logarytmiczny &£ (p), tzn. obszar wypuktly
Q:={zeR": (",...,e") e &(p)}

= {:UER":Z@Qpﬂj < 1}.

j=1
Afiniczna przestrzenia styczna w punkcie b := (log|ay], . .., log |a,|) € 0N jest
{x ER": D p;e*iti(x; —b;) = O} = {x eER": D emy(z; —b;) = O} ,
j=1 j=1
skad

Qc{xeR’“ZmJ <O}

To pocigga za sobg

7j=1

C{ZG(C" ijlog|zj|<2mj }
{ZGC" H|Z|mJ<H|a|mJ}

wiec wielomian
n A\ "
F(z) =] <Z3>

=1 \4j

j
jest m-lewg odwrotna, ktorej szukamy. 0
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Propozycja 2.4.18. Niech a € OE(p) i niech m bedzie najmniejszq wspdlng wie-
lokrotnoscig liczb my,...,m, € N. Zalézmy, ze 2pym; > m, j = 1,...,n. Wtedy
odwzorowanie f: 1D 3 X — (a1 A™, ..., a,A"") € E(p) jest (m + 1)-geodezyjna.

DowOD. Mozna przyjaé, ze a; € (0,1). Definiujemy obszar

Q:={zeR": (@™, . 2™/ e Ep)}
n 2pj j
=<xeR": Zx R
7j=1
Jest on wypukty. Afiniczna przestrzenia styczna w b := (a; m/ A ™) € 90
jest
n 2pjm; 1
reR ijm]jm (x; —b;)=0,,
J=1
wiec

2pjmj

QC {xER Zp]mj ;" 1(acj—bj)<0}.
7j=1

To implikuje

n 2pjmg 2pjm;
E(p) C zEC”:ijmjbjm |z]|ma <Zp]m] ;" ,

7=1 7j=1

i stad wielomian
2p7-mj 1 m
y - m.

X pmiby
2pjmj
251 Djm;b; ™
jest (m + 1)-lewa odwrotna. O

F(z):=

2.5. Kula euklidesowa

Definicja 2.5.1. Odwzorowania holomorficzne f,g : D — B, sa rownowazine,
jezeli istnieje A € Aut(B,,) takie, ze f = Aog.

Przypomnijmy, ze grupa automorfizméw kuli sktada sie z odwzorowan U o x,,
(réwnowaznie, z odwzorowan x,, o U), gdzie U : C* — C" jest unitarne, a x,, :
B,, — B,, okreslone jako y, := idp, oraz

1 1 —|w(Jw]?z — {z,w)w) — |w|?w + (2, w)w

|w]? 1—(z,w) ’

Uwaga 2.5.2. Dowolna 2-ekstremalna f : D — B, jest réwnowazna odwzoro-
waniu (A,0,...,0). Istotnie, f jest réwnowazne z pewnym odwzorowaniem m,a,
gdzie a € 0B, a € D [JP13, Example 16.1.1]. To z kolei jest unitarnie réwnowazne
z (Mq,0,...,0), co przez automorfizm x(_a,,.. 0y przeksztalca sie na (A,0,...,0).

w € B,,.

Xw(z) =
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Uwaga 2.5.3 ([KZ14]). (a) Kazda 3-ekstremalna f : D — B,, n > 2, jest
rownowazna z pewnym odwzorowaniem

D3 A (a\, V1 —a?Am,()N),0,...,0) € B, (2.5.1)

gdzie 0 < a < 11 a € D. Rzeczywiscie, niech A € Aut(B,,) bedzie takie, ze
A(f(0)) = 0. Wtedy A(f(N)) = Ap(N), gdzie p : D — B, jest 2-ekstremalng
albo stata z brzegu. W pierwszym przypadku przeksztalcamy ¢ unitarnie na
1 w ten sposéb, by pewne dwa punkty zbioru ¢ (D) mialy ta sama pierwsza
wspéhrzedna a; € D. Z postaci 2-ekstremalnych w kuli (Propozycja 2.4.12)
wynika, ze ¢ = a;. Zatem (¢s, ..., 10,) jest 2-ekstremalna w /1 — |a1|*B,_1.
Powtarzajac ta procedure, otrzymujemy, ze ¢ jest unitarnie rownowazne od-
wzorowaniu (ai, as, ..., 0,1, ayMy). Wystarczy teraz przeksztalci¢ unitarnie

punkt (aj,as,...,a,—1) na (1/1 —la,[?,0,...,0) (dla n = 2 mozna skorzystaé
z jednoznacznosci zamiast postaci). Natomiast, gdy ¢ jest stala, mozna ja
przeksztatci¢ unitarnie na punkt (1,0,...,0).

(b) Kazde odwzorowanie postaci (2.5.1) jest 3-ekstremalna.

(¢) Odwzorowanie dane wzorem (2.5.1) jest 2-ekstremalng wtedy i tylko wtedy,
gdy a = 1.

(d) Dowolna 3-ekstremalna jest réwnowazna doktadnie jednemu odwzorowaniu po-
staci (2.5.1).

(e) Dla @ = 0 odwzorowanie dane przez (2.5.1) jest 3-geodezyjna, gdyz posiada
3-lewa odwrotna

1, 2I-a
z
227! 2 — a2

Dzigki algorytmowi Schura mamy nastepujaca charakteryzacje.

z9.

F(z):=

Uwaga 2.5.4 ([KZ14]). Niech f: D — B,, bedzie odwzorowaniem holomorficz-
nym. Wowczas f jest m-ekstremalng wtedy i tylko wtedy, gdy

FO) = A 0 As(A ... A4(Aa)...), AeD,

dla pewnych Ay,...,; 4, € Aut(B,), 1 <I<m—1,a € IB,.
W szczegdlnosci, dowolna m-ekstremalna w B,, rozszerza si¢ holomorficznie na
otoczenie D.

Przypomnijmy mniej oczywiste fakty.

Propozycja 2.5.5 ([KZ14], Proposition 8). Dowolna staba m-ekstremalna w B,
jest m-ekstremalnag.

Propozycja 2.5.6 ([KZ14]|, Proposition 11). Niechm >4 i 0 < a < 1. Wowczas
odwzorowanie

FO) = (@A™ 2, VI — a2\, A eD,

jest m-ekstremalng, ale nie m-geodezyng w Bs.
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Uwaga 2.5.7. Stynne twierdzenie Poincaré (zob. np. [JJO1, Theorem 1.4.25]
i [JP13, Corollary 2.3.9]) méwi, ze B, i D" nie sa biholomorficzne, gdy n > 2.
Zauwazmy, ze z Uwagi 2.2.3 1 Propozycji 2.5.6 wynika kolejny dowdd tego faktu.

Gloéwnym rezultatem sekcji jest
Twierdzenie 2.5.8. Dowolna 3-ekstremalna w B, jest 3-geodezyjng.

DowOD. Z postaci 3-ekstremalnych wynika, ze wystarczy udowodnié teze dla
n = 2. Rozwazmy 3-geodezyjne postaci

fA) = (ame(N), bme(N)?), X eD,
gdzie a,b € (0,1), a*+b* = 1i c € D,. Kazde takie odwzorowanie jest rbwnowazne
z g(A) = (a), BAm,(N)) dla pewnych o, 3 € [0,1], a* + > = 11y € D, tzn.
istnieje odwzorowanie unitarne U i punkt w € B, taki, ze
Yoo(@me(N), b (N)?) = U(ad, Bm, (V). (2.5.2)

Znajdziemy wzory na 3 i~ w zaleznosci od b i ¢. Nastepnie udowodnimy, ze (3,7)
przebiega zbior (0, 1) x D, gdy (b, ¢) go przebiega. To pozwoli nam ”odwroci¢” g,
gdyz umiemy to zrobi¢ z f.

Biorac A := 0 w (2.5.2) dostajemy w = (—ac,bc?). Zauwazmy, ze 3 # 0,
gdyz w przeciwnym przypadku A := ¢ daje x.,(0) = U(c,0); stad |w|> = [¢|?, tj.
a’ + b?|c|* = 1, sprzecznosé.

Ze WzoTu na Y, mamy

Po + pime(A) + pame(X)
— (14 a®em, () — BEmND)A @ + gBms (V). gsa + qibms (V) (253)
dla pewnych p; € C?, ¢; € C speliajacych go # 0 lub g4 # 0. Stad
1+ a’em.(1/7) — b*Em.(1/7)* = 0, (2.5.4)
oiley#0ivy#c.
Przypusémy, ze v = 01 g2 # 0. Wtedy
po1 + 1A+ pa A’ = (1+ (1 = 0)ed = b*EN°)m_c(A) (o + @2Bm_c(N))
= (1 — b26)\)(c + )\) (qué + QQBTTL,C(A)).

Poniewaz liczby

sg rézne, wnosimy stad, ze
po1 + puiA + paA® = C(1 — b*ed)(c + N),

(C jest stala) wiec i+ qgafm_.(A) jest stala, sprzecznosé.
Przypadek v = ¢ jest rowniez niemozliwy, jako ze w przeciwnym razie rzad
osobliwosci 1/¢ po prawej stronie (2.5.3) bytby réwny 3.
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Réwnanie (2.5.4) jest réwnowazne
(1 = b*eme(1/7))(1 +eme(1/7)) =0,
tj. me(1/%) = 1/(b*c), inacze]

1+ b2

_ _ 2
=e1 EIRE m_.(b“c).

f)/

Ponadto, istnieje odwzorowanie unitarne U i punkt @ € B, spelniajacy
U(ame(A), bm(A)?) = xg(aX, fAm,(N), A €D,
skad 0 = yz(ac, Bemy(c)) oraz U(—ac, be®) = x(0). To implikuje
a’le* + b%|e|* = ac]* + 3*|c[*m, (o),
réwnowaznie (korzystajac z réwnosci |m. (c)| = |m.(7)| = b*|c|)
1—0* +0|c)* = o® + (1 — ®)b*|c].
Zatem
o _ (L= 0%)(1 +0%[cf?)

_ 2 _
Sy ¥ R B TE

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy stwierdzi¢, ze odwzorowanie

h:(0,1) x D, 3 (b,¢) — (—my2(b?|c]?), m_.(b*c)) € (0,1) x D,

bQ _ b2 2
B e (212,

jest "na”. Jest to réwnowazne suriektywnosci
(0,1)* > (b,¢) — h(b,c) € (0,1)*.
Ustalmy (p, q) € (0,1)2. Ktadac
F() 1= my(X) = Mmy(my (V). A €D,

widzimy, ze F(—1,1) CR, F(0) = —qg < 0 i F(q) = pq > 0. Istnieje wiec ¢ € (0, q)
takie, ze F(c) = 0. Zauwazmy, ze —c < mgy(c) < 0. Niech b € (0,1) spelnia
—b%* = my(c)/c. Wtedy m.(q) = b?c, tzn. ¢ = m_.(b*c). Co wiecej,

m_y2(—p) = —m_,(=b*) = —m_, (mQ(C)> = —cmy(c) = b*c?,

c
zatem p = —myz (b?c?). O

W Propozycjach 2.4.17 i 2.4.18 badana byla pewna m-geodezyjnos¢ odwzo-
rowan postaci (a1By,...,a,B,), gdzie a € 0E(p) i By,..., B, sa skonczonymi
iloczynami Blaschkego. Dodajemy jeszcze jeden pozytywny wynik.

Propozycja 2.5.9. Niech m >3, 0 < b < - oraz a := /1 — b2. Wtedy odwzo-

m—1

rowanie f(A) = (aX\,bA™), X € D, jest (m + 1)-geodezyjng w Bs.
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DowoéD. Rozwazmy ogdlniejsza sytuacie f(A) = (aX*,bA™), k > 1, m > 3,
i uzyjmy mnoznikéw Lagrange’a do funkcji zmiennych rzeczywistych F(z,y) :=
cx™ + dy* oraz G(x,y) == 22 +3?> — 1 (¢,d > 0 podane pézniej). Chcemy, by
F miala globalne (stabe) maksimum réwne 1 na zbiorze {G = 0} w punkcie (a, b).
Oznaczmy H := F — tG, gdzie t € R jest ustalone. Z warunku koniecznego na
lokalne ekstremum mamy

0H

0= %(x, y) = mex™ ! — 2tz,
oOH

0=— = kdy*~! — 2t
oy ©y) = kdy v,

=2+

Wytaczajac na moment przypadki (1,0) i (0,1), znajdujemy (pamietajac, ze 1 =
ca™ + db*)
k m

(ka? + mb?)am—2’ (ka? + mb?)bk—2

(formalnie, definiujemy ¢, d tymi wzorami). Przestrzenia styczna w punkcie (a,b)
jest R(b, —a), wiec (a,b) jest lokalnym maksimum, jezeli

oO°H ., 0*H
> W(a, b)b + 8y2
—2

= (m(m — 1)ca™? — 20)0* + (k(k — 1)db* 2 — 2t)a®
= 2t(m — 2)b* + 2t(k — 2)a’. (2.5.5)

0 (a,b)a?

Skoro t > 0, widzimy dlaczego tylko & = 1 moze dziala¢; odtad zakladamy, ze

k=1. W tej sytuacji (2.5.5) jest réwnowazne b? < —L, co jest prawda.
Pozostaje sprawdzi¢, ze F(x,y) < 1 dla kazdych x,y speliajacych warunek

konieczny. Najpierw pokazemy, ze F'(1,0), F(0,1) < 1, tj. ¢,d < 1. Nieréwnosé

d < 1 jest réwnowazna b < ml—l' Dla warunku ¢ < 1 potrzebujemy, by

1< (@®+m(l —a*))a™?*=ma" 2~ (m—1)a",

zatem rozwazmy funkcje g(s) := ms™ 2 — (m — 1)s™. Maleje ona na przedziale

[,/1 - L, 1} > a, wige g(a) > g(1) = 1.

Teraz niech z,y # 0 spelniaja warunek konieczny. Wtedy meax™ 2 = 2t = d/y,
tzn.

m—2 — — bamf2
mc

Kladziemy h(s) := sv/1 — s2" 7 Wowezas h(y) = h(b) oraz h ro$nie na przedziale
[0,./% 5 b, skad y > b. Naszym celem jest pokazanie, ze cx™ + dy < 1,
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rownowaznie
v 5 +mby < a’ + mb?,
am-
D
’ 5 T mby < L+ (m—1)b%,
(T
b(1 —y?) +mby® <y -+ (m—1)b%y,
0< ((m—1by—1)0b—y).
Ostatnia nieréwnosé¢ zachodzi, gdyz (m — )by — 1 <y —1<0. O

Przypadek ﬁ < b < 1 pozostaje nierozstrzygniety (P10).

2.6. Wtasnosci brzegowe

W tej sekcji omawiamy (prawie) wlasciwosé stabych m-ekstremalnych. Dzieki
prawie wlasciwos$ci wnioskujemy ich jednoznaczno$¢ w ograniczonych obszarach
scisle wypuktych.

Definicja 2.6.1. Niech D C C" bedzie obszarem ograniczonym, a f : D — D
odwzorowaniem holomorficznym. Méwimy, ze f jest prawie wlasciwe, jezeli f*({) €
0D dla prawie wszystkich ( € T wzgledem miary Lebesgue’a na T. Standardowo,
f5(¢) := lim,_1- f(r({) jest miestyczng wartoscig brzegowq f w punkcie ¢, ktéra
istnieje dla prawie wszystkich ¢ € T, zob. [Koo98|.

Obszar D C C" jest nazywany stabym obszarem Rungego, gdy jest ograniczony
oraz istnieje obszar G O D taki, ze dla kazdego ograniczonego odwzorowania
holomorficznego f : D — G o whasnosci f*(T) CC D, mamy f(D) CC D.

Uwaga 2.6.2 ([EK09], Remark 2). (a) Ograniczony obszar Rungego jest stabym
obszarem Rungego.
(b) Niech G C C" bedzie obszarem i niech v € PSH(G). Zalézmy, ze

D:={2€G:u(z) <0} CccCG.
Wtedy kazda sktadowa D jest stabym obszarem Rungego.

Propozycja 2.6.3 (por. [EK09], Theorem 1). Niech D C C" bedzie stabym ob-
szarem Rungego, a f : 1D — D stabg m-ekstremalng takqg, ze dla pewnego v > 0
mamy

dist(f(A\),0D) > v(1—|)]), A eD.
Wowczas dla dowolnych o > 0 @ 8 < 1 zbior
Q(a, B) == {¢ € T : dist(f(t¢),0D) > a(1 — t)” dla kaidego t € (0,1)}

ma miare Lebesque’a zero na T. W szczegolnosci jest prawie wlasciwe.
)
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DowoOD. Jest to lekka modyfikacja dowodu [EKO09, Theorem 1] (pierwsza
i ostatnia czes¢ sa w wigkszosci skopiowane).

Zauwazmy, ze dla 51 < [ zachodzi Q(«, 1) C Q(«, 32). Bez straty ogdlnosci
zatézmy, ze dla pewnych a > 01 5 € (0, 1) zbiér P := Q(«, 3) jest miary dodatniej.
Mozna przyjac, ze

0< — / dt <1
27 J{te(0,2n):eitc P}
(w przeciwnym razie bierzemy jako P dowolny podzbiér Q(«, $) miary dodatniej).
Ktadziemy
it
B Ry B et
T J{te(0,2m):eiteP} € — A

i sprawdzamy, ze Rep(A\) > 01 Re(1 — ¢(A)) > 0. W szczegdlnosci, ¢
prawie wszedzie [Koo98, Chapter 111, Section C].

Nie tracac ogdlnosci zatdézmy, ze f jest stabg m-ekstremalng dla Aq, ..., \,,_1, 0.
Dla t € (0,1) zdefiniujmy

m—1 .
B = FA) + 3 [ entet-son X g A=A
=1 Aj oy Ni Ak

z v € R okre$lonym poézniej. Wtedy hy(N\) = f(N) dla kazdego [ i h(0) =
f(0). Naszym celem jest pokazanie, ze dla wszystkich ¢ € (0, 1) dostatecznie bli-
skich 1 mozna wybraé¢ v w taki sposéb by h,(D) CC D, co przeczy stabej m-
ekstremalnosci f. Udowodnimy najpierw, ze hy(T) CC D.

Wystarczy mie¢ dla ¢ bliskich 1

FO) = F@)| _ [s-17 CeP
: by I1—t), CeT\P

Poniewaz c;|f(\;) — f(tA\;)] < p|A;|(1 —t), wystarczy dostaé

dt, MeD,

* istnieje

) (f(\) = f(tN), AeD,

m

—1
Z et(Re sO*(C)*Rw(/\j))Cj
—

m—1
Z en(I-Ree(N)) ) < %(1 — 1)1 (2.6.1)
j=1
oraz
m—1
Y e nRee) ) < % (2.6.2)
j=1

Wezmy ~, takie, ze zachodzi réwnosé w (2.6.1). Wéwezas dla t bliskich 1 mamy
tez nieréwnos¢ (2.6.2). Co wiecej,
lhe = f(t)lp — 0, & — 1.

Skoro D stabym obszarem Rungego, hy(D) CC D dla ¢ bliskich 1.
Aby zakonczy¢ dowdd, przypusémy, ze istnieje zbior P C T miary dodatniej
taki, ze dla ¢ € P zachodzi dist(f*(¢),0D) > ¢ > 0. Polézmy

Py :={C e T:dist(f(t(),0D) > e dla kazdego t € (1 —1/k,1)}, keN.
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Woéwcezas P C Up2, Pg. Stad, dla pewnego k zbidr Py jest miary dodatniej, sprzecz-
nos¢. O
Whiosek 2.6.4. Dowolna staba m-ekstremalna ograniczonego obszaru wypuktego

D C C" jest prawie witasciwa.

DowOD. Rzecz jasna, D jest stabym obszarem Rungego, a dalej wystarczy
skorzysta¢ z lematu Hopfa w kole jednostkowym (Dodatek). Istotnie, funkcja
—dist(-,0D) jest wypukta w D, wiec kazdy dysk analityczny f : D — D spelnia
—dist(f(A\),0D) < —y(1—|A]), A € D, dla pewnej statej v > 0 (zaleznej od f). O

Do kolejnego wniosku potrzebujemy nastepujacego pojecia.
Definicja 2.6.5. Obszar 2 C R™ jest Scisle wypukty, jesli
a,b€Q, a#b, te(0,1) = ta+ (1—1t)be .

Uwaga 2.6.6. (a) Obszar Q@ C R™ jest Scisle wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy
jest wypukty oraz

1
a,b,g(a—l—b) €0l = a=0.
(b) Obszar ograniczony €2 C R™ jest $cisle wypukty wtedy i tylko wtedy, gdy
1
a,b,i(cH—b) €0 = a=b.

Whniosek 2.6.7 (por. [JP13|, Proposition 11.3.3). Niech D C C" bedzie ogra-
niczonym obszarem S$cisle wypuklym @ niech f,g : D — D bedg stabymi m-
ekstremalnymi dla Ay, ..., Apm. Zaloimy, ze f(N;) = g(N;), 7 = 1,...,m. Wtedy
f=9

Dow6D. Odwzorowanie b := 3(f +g) : D — D jest staba m-ckstremalna dla

A1y ..oy A, zatem h jest prawie wlasciwe. Skoro h* = %(f* + ¢*) prawie wszedzie
na T, wynika stad, ze f* = ¢* prawie wszedzie. Z zasady identycznosci [Koo98,
Chapter III, Section B] otrzymujemy f = g. (l

Uwaga 2.6.8. W przypadku kuli mozna dosta¢ Wniosek 2.6.7 przez indukcje.
Rzeczywiscie, dla m = 2 to klasyczny wynik, zob. [JP13, Example 16.1.1]. Krok
m = m+ 1: mozemy zalozy¢, ze A\py1 =01 f(0) = g(0) = 0. Stad f(A) = Ap(N)
i g(A) = M(N), gdzie p, 1) sa m-ekstremalnymi w B,, lub staltymi lezacymi w 0B,,.
Mamy ¢(A;) = 9¥(A)), j =1,...,m, skad wynika teza.

7 drugiej strony, w kazdej elipsoidzie zespolonej, réowno$¢ na m — 1 punk-
tach nie wystarcza do stwierdzenia, ze f = g. Przyktadem sa m-geodezyjne f :=
(B,0,...,0) =: —g, gdzie B jest iloczynem Blaschkego stopnia m — 1, majacym
wszystkie zera rozne.

Omoéwmy jeszcze kwestie jednoznaczno$ci innego typu.
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Uwaga 2.6.9. Przypomnijmy, ze dla 2-geodezyjnych f, g wypuktej elipsoidy ze-
spolonej, warunek f(X;) = g(i;), j = 1,2, gdzie A\;, Ao € D sg rézne i py, pp € D
sa rozne, implikuje f = g o a dla pewnego a € Aut(D), zob. [JP13, Proposition
16.2.2).

Dla m > 3 nie ma analogicznej wtasnosci. Faktycznie, rozwazmy 3-geodezyjne
f(A) == (Ama(N),0,...,0)ig(\) := (Amg(A),0,...,0), gdzie o, B € D, a # 3, —.
Wtedy dla kazdego A € D znajdziemy p € D takie, ze f(A) = g(u), jednak nie
ma a € Aut(ID) spelniajacego f = g o a (rzecz jasna, odwzorowania f i g nie sa
réwnowazne w przypadku kuli).

Ogolniej, dla dowolnych skoriczonych niestalych iloczynéw Blaschkego B, B
mamy nieskoniczone zbiory réznych liczb A i p spelniajacych (B()A),0,...,0) =
(B(1),0,...,0). Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze nie ma iloczynu Blaschkego B takie-
go, ze B = Bo B, lub B = Bo By, np. jedli deg B nie dzieli deg B i na odwrét (co
wiecej, (B,0,...,0) i (E, 0,...,0) nie sa rownowazne w kuli).

Przechodzimy do zagadnien zwigzanych z wtasciwoscig.

Definicja 2.6.10. Niech D ¢ C*, G C C* bedg obszarami, a f : D — G odwzo-
rowaniem holomorficznym. Okredlamy f mianem wiasciwego, gdy zbiér f~1(K)
jest zwarty dla dowolnego zbioru zwartego K C G.

Uwaga 2.6.11. Niech D ¢ C", G C C* beda obszarami, a f : D — G odwzoro-
waniem holomorficznym. Wowczas

(a) f jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu z; € D nie
majacego granicy w D, ciag f(z;) nie ma granicy w G.
(b) jesli D i G sa ograniczone, to f jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy

D>z — 0D = f(z;) — 0G.
(¢) wladciwos¢ f implikuje prawie wlasciwos¢, o ile D =D i G jest ograniczony.

Uwaga 2.6.12. (a) Dowolna staba m-ekstremalna niejednospéjnego obszaru pta-
skiego taut nie jest wlasciwa ani prawie wtasciwa. Wynika to z Propozycji
2.2.5, nieskonczonosci nakrycia i zasady identycznosci.

(b) Dowolna m-geodezyjna f : D — D jest wtasciwa. Istotnie, gdyby f~'(K) nie
byt zwarty dla pewnego zbioru zwartego K C D, to bylibySmy w stanie znalez¢
ciag \; — T taki, ze f()\;) € K. To implikowatoby F(f(\;)) € F(K) CcC D,
gdzie F jest m-lewa odwrotna f. Z drugiej strony, F'(f();)) — T, sprzecznos¢.

Nie wiemy, czy kazda m-ekstremalna jest (prawie) wlasciwa (P11).

Naturalne jest pytanie o zachowanie (stabych) m-ekstremalnych i m-geodezyj-
nych po ztozeniach z odwzorowaniami holomorficznymi wtasciwymi (z obu stron).
Oczywiscie, w jednym przypadku problem sie trywializuje: jesli bowiem f jest m-
geodezyjna, a B skonczonym niestatym iloczynem Blaschkego, to f o B jest pewna
k-geodezyjna. Mamy dwa proste rezultaty (por. (P12) i (P13)).
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Propozycja 2.6.13. Niech D C C" bedzie obszarem wypuktym, a f jego m-
ekstremalng. Niech ponadto B bedzie itloczynem Blaschkego stopnia k € N. Wow-
czas fo B : 1D — D jest stabg mk-ekstremalng.

Dowoép. Niech M := {X € D : B'(\) = 0}, jest to zbior skoniczony. Ustalmy
rozne fi, ..., pm € D\ B(M). Pokazemy, ze f o B jest staba mk-ekstremalna dla
liczb 7z mk-elementowego zbioru A := B~ ({1, ..., m}) (Wykorzystujemy struk-
ture odwzorowan holomorficznych wtasciwych, zob. [Bed84] i [Rud08, Chapter
15]). Przypuséémy, ze istnieje h € O(D, D) spelniajace warunki h(\) = f(B(X)),
A e A, ih(D)ccC D. Dla dowolnego p € D\ B(M) niech B, ..., B, oznaczaja
lokalne odwrotne B w otoczeniu U, punktu p. Wowczas

;(honl—i—...—l—hoBmk) = ]i(hoByJ—f-...—f—hoBl,,Q na U,NU,
dla p,v € D\ B(M). Sklejamy te odwzorowania do g € O(D \ B(M), D). Wtedy
g(pj) = f(p;) dla kazdego ji g(D\ B(M)) CC D. Na mocy twierdzenia Riemanna
o usuwaniu osobliwosci, g rozszerza si¢ holomorficznie na D i rozszerzenie ma
wzglednie zwarty obraz w D, sprzecznosé. U

Uwaga 2.6.14. Wtasnosé bycia pewna (staba) m-ekstremalna (odp. m-geodezyj-
na) nie jest niezmiennikiem odwzorowan holomorficznych wlasciwych w réznych
wymiarach. Istnieje bowiem funkcja v harmoniczna w D, ciggla w D, taka, ze jej
sprzezona harmoniczna v nie jest ciagta na D. Podajemy przyktad z [Zyg02, s. 253]

, >, sin jt
u(e") == ——  teR
jZ::leogJ

Dodajac stata, mozna zatozy¢, ze u < 0 w D. Definiujemy @ := 1/2log(1 — €?*) na
T, rozszerzamy harmonicznie na D i bierzemy v jako jej sprz¢zona harmoniczna.
Odwzorowanie @ := (e“™% e“T) : D — B, jest wladciwe, ale ®oidp nie rozszerza

sie na D, wiec nie jest zadna stabg m-ekstremalna w Bs.

Nasladujac dow6d [EK09, Proposition 9] dostajemy ostatni rezultat rozdziatu.

Propozycja 2.6.15 (por. [EKO09], Proposition 9). Niech D C C™ bedzie obszarem,
a f: D — D odwzorowaniem holomorficznym takim, ze dla pewnego v > 0
zachodzi

dist(f(N),0D) = (1 —|}]), A eD. (2.6.3)

Zatoimy, Ze [ jest stabg m-ekstremalng dla Ay, ..., \y,. Wowczas f'(N;) # 0 dla
przynajmniej dwoch j.

DoOwOD. Przypusémy przeciwnie, niech f'(A;) =0, j =1,...,m — 1. Wtedy
g = fom_y,, jest stabg m-ekstremalna dla pewnych s, ..., 1,01 ¢'(1;) =0
dla 1 < 7 < m—1. Ponadto, warunek (2.6.3) dla g zachodzi z by¢ moze inna stata.
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Dla t € (0,1) rozwazmy odwzorowanie

hi(A) == g(tA) + mi (A 11 A b ) (9(ng) — g(tp;)), A eD.

j=1 \ M kzj K3 — Hk
Wtedy h; interpoluje g w punktach puq, ..., 1,0 oraz ||i||p — 0, gdy t — 1,

gdzie
he(X) — g(tA
oy )
Zatem, dla ¢ dostatecznie bliskich 1, mamy h(D) CC D. O

2.7. Lista probleméw

(P1) Czy istnieje 2-ekstremalna niebedaca 2-geodezyjna?

(P2) Czy istnieje m-ekstremalna niebedaca zadna k-geodezyjna?

(P3) Niech D C C" bedzie k-zbalansowanym obszarem pseudowypuktym, a f jego
m-ekstremalng. Zatézmy, ze k1, ..., k, < 1. Rozstrzygnaé¢, czy odwzorowanie
P(A) == (A FL(N), . A £ () jest (m + 1)-ekstremalna.

(P4) Niech D C C" bedzie zbalansowanym obszarem wypuklym, a f jego 4-
geodezyjna. Zalézmy, ze f(A) = Ap(A), gdzie ¢ € O(D, D). Czy wynika stad,
ze @ jest 3-geodezyjna?

(P5) Czy staba m-ekstremalna, m > 3, obszaru wypuklego musi by¢ m-ekstremal-
ng’

(P6) Rozstrzygnaé, czy kazde niestale odwzorowanie z [Edi95, Theorem 4] jest
pewna (staba) [-ekstremalng lub [-geodezyjna.

(P7) Rozstrzygnaé, czy kazde niestate odwzorowanie (a1 By, ..., a,B,) (a € 0E(p),
B; skoniczone iloczyny Blaschkego) jest pewng (staba) m-ekstremalng lub m-
geodezyjna.

(P8) Czy kazda m-ekstremalna w B,, jest r6wnowazna pewnemu (ay By, ..., a,B,)?

(P9) Czy kazda m-ekstremalna w B, jest pewna k-geodezyjna?

(P10) Niech m > 3, ﬁ <b<lia:=+1-10% Czy wynika stad, ze odwzorowanie
f(A) :== (aX, bA™) jest (m + 1)-geodezyjna w By?

(P11) Rozstrzygnaé, czy kazda m-ekstremalna jest (prawie) wlasciwa.

(P12) Niech f bedzie (staba) m-ekstremalna, a B skoniczonym niestatym iloczynem
Blaschkego. Czy wynika stad, ze f o B jest pewna (staba) k-ekstremalna?

(P13) Czy wlasnos¢ bycia pewna (staba) m-ekstremalng (odp. m-geodezyjna) jest
niezmiennikiem odwzorowan holomorficznych wtasciwych w tym samym wy-
miarze?
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Twierdzenie Lemperta

3.1. Wprowadzenie

W Rozdziale 2 omowilismy najistotniejsze z naszego punktu widzenia wtasnosci
funkcji Lemperta i pseudoodlegtosci Carathéodory’ego. Definiujemy kolejne pod-
stawowe obiekty teorii funkcji holomorficznie kontraktywnych.

Niech D C C™ bedzie obszarem i niech z,w € D, v € C™.

Definicja 3.1.1. Pseudometryka Kobayashiego-Roydena dana jest wzorem
sxp(z;v) = inf{y()|N':Ae€C,,(€DidfcOM,D): fC) ==z f(¢) =}

Jesli v # 0 i istnieje odwzorowanie, dla ktorego infimum jest osiagniete, to
nazywamy je »p-ekstremalng dla z,v. Bedziemy czegsto pomija¢ stowa "dla ...7,
por. Uwage 2.1.6.

Odwzorowanie bedace £p-ekstremalng lub s p-ekstremalng nazywamy ekstre-

malng.

Podobnie jak dla funkcji Lemperta, s p-ekstremalne nie muszg istnie¢ w ogol-
nym przypadku (istnieja dla obszaréw taut). Mamy wlasnosé normalizacyjna

sp(z;v) =inf{A"":A>0i3f € OD,D): f0) =2 f(0)=v}.

Ponadto, geodezyjna f : D — D jest »xp-ekstremalna dla f(¢), f'(¢), przy do-
wolnym ¢ € D.

Definicja 3.1.2. Odwzorowanie holomorficzne f : D — D okreslamy mianem
jedynej €p-ekstremalnej dla z,w (odp. s p-ekstremalnej dla z,v), jezeli kazda £p-
ekstremalna ¢g : D — D dla z,w (odp. »xp-ekstremalna dla z,v) spetnia warunek
g = foa dla pewnego a € Aut(D).

Funkcja £p nie musi spetnia¢ nieréwnosci trojkata — podajemy tu przyktad
L. Lemperta [Lem81]:

D, :={z€D*: |z120| <a}, a€(0,1).

Dlatego modyfikuje sie funkcje Lemperta tak, by otrzymaé obiekt spetniajacy ta
nieré6wnos¢. Jest nim pseudoodlegtosé Kobayashiego

=1

N
kp(z,w) := inf {ZED(zj_l,zj) NeN, zo=2z, z1,...,28v1 €D, 2y = w} .

46
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Funkcja kp jest najwieksza pseudoodlegtoécia na D (liczac nawet te, ktére nie sa
holomorficznie kontraktywne), nie przekraczajaca £p. Mamy wiec ¢p < kp < £p.

Definicja 3.1.3. Nastepnym pojeciem, ktérym sie zajmujemy, jest pseudometryka
Carathéodory’ego-Reiffena

Yp(21v) : = sup{y(F(2))[F'(z)v] : F € O(D, D)} (3.1.1)
= sup{|F’'(z)v| : F € O(D,D), F(z)=0}.

Uwaga 3.1.4 (por. [JP13], Proposition 11.1.7). Odwzorowanie f € O(D, D) jest
geodezyjng wtedy i tylko wtedy, gdy

Yp(f(O); f1(€) =(C)

dla dowolnego (réwnowaznie, dla pewnego) ¢ € D. W tej sytuacji lewymi od-
wrotnymi f sa doktadnie te funkcje F', ktore realizuja supremum w (3.1.1) dla

z:= f((), v:= f((), gdzie ( € D.

Przypomnijmy, ze vp < #p.

Niech (z,w) := 21w, +. . .+ 2,W, bedzie zespolonym iloczynem skalarnym w C"
(mimo ze iloczyn skalarny w R™ réwniez oznaczamy (-, —), nie ma mowy o kolizji
oznaczen — zawsze okreslamy, w ktorej przestrzeni dziatamy). Rzeczywisty iloczyn
skalarny w C™ jest réwny Re(-, —). Potézmy zew := zywy +. ..+ z,w,, z,w € C™.

Niech  C R™, m > 2, bedzie obszarem klasy C' (oméwienie w Dodatku).
Oznaczamy przez vg(a) zewnetrzny jednostkowy wektor normalny do 92 w punkcie
a € 0L, zdefiniowany formuta

Vr(a)
vola) = ——=,
[Vr(a)l
gdzie r jest funkcja definiujaca €. Przestrzen styczna w punkcie a € 0f) to zbiér
0
To(a) ={X e R" : (vg(a),X) =0} = {X eR™: Y %(G)Xj = 0} :
j=1“"J

Dla funkcji u klasy C* na podzbiorze C", gradient Vu jest naturalnie identyfi-
kowany z wektorem 2(0u/0z1, ..., 0u/0%,).

Gdy D jest obszarem klasy C! w C", uzywamy symboli T%(a), T5(a) do ozna-
czenia rzeczywiste] 1 zespolonej przestrzeni stycznej do 0D w punkcie a € 0D, tj.
zbioréw

"0
Th(a) :={X € C": Re(vp(a), X) = 0} = {X €eC":Re)_ 8—T(a)Xj = O} ,
j=1 Y%
C n n = Or
Tp(a) :={X e€C": (vp(a),X)=0}=¢X eC :Za—z(a)Xj: :
J

j=1

gdzie r jest funkcja definiujaca D. Jest jasne, ze Th(a) = Tp(a).
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Niech C¥(D), k € (0, 00, oznacza klase funkcji ciagtych w D, ktére sg klasy C*
na D oraz
e gdy k£ € NU {o0}, pochodne w D do rzedu k rozszerzaja siec w sposb
ciggly na D,
e gdy k — |k| = a € (0,1), pochodne w D do rzedu |k] rozszerzaja sie
do funkcji a-holderowskiej na D (funkcja f jest a-hdlderowska, jesli ist-
nieje stala C taka, ze |f((1) — f((&)| < ClG — (o|* dla wszelkich (1, G
z dziedziny).

Przez C¥ oznaczamy klase funkcji R-analitycznych. Funkcja f bedzie z definicji
w klasie C*(T), k € (0, 00] U{w}, gdy funkcja f(e) zmiennej rzeczywistej ¢ nalezy
do C*(R).

Dla zbioru domknietego L C C™ niech O(L) oznacza zbiér funkcji roszerza-
jacych sie holomorficznie na otoczenie L (zakladamy, ze wszystkie otoczenia sa
otwarte, natomiast przestrzenia docelowa jest C™ wynikajace z kontekstu).

Zauwazmy, ze C*(T) = O(T), a wynika to z naturalnego rozszerzania funkcji
okreglonej na przedziale w R poprzez podstawienie zmiennej zespolonej (w potla-
czeniu z zasada identycznosci).

Czesto spotkamy sytuacje rozszerzania funkcji okreslonej na T do D, albo roz-
szerzania funkcji zdefiniowanej na D do D — chodzi wtedy o rozszerzenie w sposéb
ciagty.

Dla a € C" i r > 0 definiujemy kule i polidysk o srodku a i promieniu r

B,(a,r) ={2€C": |z —a|] <r}
Pa,r)={z€C": |z —qaj| <r, j=1,...,n}

Wazng role odegraja obszary i funkcje silnie wypukte, por. Dodatek.

Definicja 3.1.5. Obszar Q) C R™, m > 2, nazywamy silnie wypukiym, gdy
(a) 2 jest klasy C?,
(b) istnieje funkcja r definiujaca Q) taka, ze

m 827’
a)X; X, >0, a€d, X €Tg(a),. 3.1.2
X G X (a) (31.2)

Punkt a € 012, dla ktorego istnieje funkcja definiujaca r spelniajaca (3.1.2),
nazywamy punktem silnej wypuktosci €.

Definicja 3.1.6. Niech 2 C R™ bedzie obszarem. Funkcja u : 2 — R jest silnie
wypukita, jezeli
(a) u jest klasy C?,
(b)
mo Q%

1 007

(@)X, X, >0, acQ X e (R™),. (3.1.3)
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Nier6wnosci (3.1.2) i (3.1.3) mozna interepretowaé w ten sposéb, ze mate per-
turbacje klasy C? nadal sg zbiorami i funkcjami wypuktymi.

Wypuktosé i silna wypuktosé sa pojeciami rzeczywistymi. Ich odpowiednikami
w przestrzeni zespolonej sa liniowa wypuktosé i silna liniowa wypuktosc.

Definicja 3.1.7 (por. [APS04], [H6r94]). Niech D C C™ bedzie obszarem.
Okreslamy D mianem liniowo wypuktego (odp. stabo liniowo wypuklego), jesli
przez dowolny punkt a € C" \ D (odp. a € 9D) przechodzi (n — 1)-wymiarowa
hiperptaszczyzna zespolona roztaczna z D.
Obszar D jest silnie liniowo wypukty, gdy
(a) D jest klasy C?,
(b) istnieje funkcja r definiujaca D taka, ze

n 627" n 627”
>

(@)X Xp > | Y
= AR 02,02,

()X; X1, a€dD, X € T5(a).. (3.1.4)

Punkt a € 9D, dla ktorego istnieje funkcja definiujaca r spetniajaca (3.1.4),
jest nazywany punktem silnej liniowe] wypuktosci D.

(Dlan = 1 warunek liniowej wypuklosci i nier6wnosé (3.1.4) sa pusto spetnione.
W [APS04] obszary silnie liniowo wypukte nazywane sa scisle C-wypuktymi.)

Uwaga 3.1.8. Nasuwa sie pytanie, skad taka posta¢ nieréwnosci (3.1.4). Niech n >
2, ustalmy a € 9D i rozwazmy funkcje zmiennej rzeczywistej ux (t) := r(a + tX),
gdzie X € T5(a). jest parametrem. Jest ona okreslona w otoczeniu zera, a ponadto

U’y (0) = 2Rez g;(a)Xj =0,
=1

J

to 9% - m 9%
(0) =2 X; X 2 R X Xg.
uX( ) J’%;l aZJaZk (a) i<k + ejgz:l azjazk (a> <Nk

Zat6zmy, ze zachodzi (3.1.4). Wtedy ux ma silne lokalne minimum w ¢ = 0, tj.
r(a+tX) > 0 dlat # 0 bliskich 0, a to z kolei oznacza, ze a + tX ¢ D. Wynika
stad, ze (n — 1)-wymiarowa hiperptaszczyzna zespolona a + T5(a) lokalnie omija
D poza punktem a.

Na odwrét, przyjmijmy, ze T5(a) lokalnie omija D poza punktem a. Znaczy
to, ze ux ma silne lokalne minimum w ¢ = 0, skad v (0) > 0. Poniewaz A\X €
T5(a), dla A € T, mozemy wstawi¢ AX w miejsce X tak, by zminimalizowaé¢
Re Y71 5ige (@) (AX;)(AXy,) do liezby — |30, 525 (@) X; Xy |- Skoro ufx (0) >
0, dostajemy (3.1.4).

Podobnie si¢ pokazuje, ze w przypadku obszaréw (funkeji) wypuktych, hiper-
plaszczyzna styczna lokalnie omija obszar (nadwykres), co natychmiast implikuje
globalne omijanie. W przypadku zespolonym jest to nietrywialny fakt. Precyzuje-
my to nastepujaco.
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Propozycja 3.1.9 (por. [APS04], Proposition 2.5.8, Proposition 2.5.9, Remark
2.5.11 1 Theorem 2.5.18). Niech D C C" bedzie obszarem silnie liniowo wypuktym.
Wowczas

(a) D jest liniowo wypukty.

(b) kazda (n — 1)-wymiarowa (dla n = 1 zdegenerowana do punktu) zespolona
hiperplaszczyzna styczna do 0D w punkcie a przecina D w doktadnie jednym
punkcie — jest nim a. Tq hiperplaszczyzng jest zbior a + Ty (a), zatem

Dn(a+T5a) = {a}, a€dD.
(¢) rownaniem tej hiperplaszczyzny jest (z — a,vp(a)) = 0, w konsekwencyji
(z—a,vp(a)) #0, a€dD, z€ D\ {a}.

Wobec tego, analogicznie jak weze$niej mozna rozumieé¢ warunek (3.1.4), tzn.

ze niewielkie C?-perturbacje nie wyprowadzaja poza klase obszaréw liniowo wypu-
ktych.

Uwaga 3.1.10. (a) Obszar silnie wypukly D C C" jest $cisle wypukly i silnie
liniowo wypukty.

(b) Zauwazmy, ze ograniczony obszar wypukly Q@ C R™, m > 2, z brzegiem R-
analitycznym jest $cisle wypukty. Rzeczywiscie, jesli €2 nie bylby Scisle wypu-
kty, to bylibySmy w stanie znalezé rézne punkty a,b € 0f) takie, ze odcinek
[a,b] lezy w 0. Z drugiej strony, zasada identycznosci implikuje, ze zbiér

T:={tcR:Je>0:sa+(1—95)becd oile |s—t| <e}

jest otwarto-domkniety w R. Zatem T = (), sprzeczno$é.
W przypadku nieograniczonym, kontrprzyktadem jest dowolna potprze-
strzen w R™.

Uwaga 3.1.11. Obszar
Q={reR*: 2, >0}, p=4638,...,
jest Scisle wypukty, ale nie silnie wypukty.
Uwaga 3.1.12 ([JP13], Example 21.5.4). Obszar
D:={2€C": |2+ (Rez})* < 1}
jest silnie liniowo wypukty, ale nie wypukty.
Gléwnym celem jest prezentacja dowodu twierdzenia Lemperta.

Twierdzenie 3.1.13 (Twierdzenie Lemperta, por. [Lem84]). Niech D C C",
n = 2, bedzie ograniczonym obszarem silnie lintowo wypukiym. Wowczas

CDZED7 Yp = ¥*D-
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Uwaga 3.1.14. Znanym faktem jest istnienie dla dowolnego obszaru wypuktego
D c C", ciagu Dj, j € N, ograniczonych obszaréw silnie wypuktych z brzega-
mi R-analitycznymi, spelniajacego D; / D [JP13, Exercise 11.7.4]. Korzystajac
z Twierdzenia 3.1.13 i monotonicznodci funkcji ¢, £, 7, s (tj. wlasnosci cp, \ cp,
£p; . €p, Yp, \. Yp, #p; \ #p [JP13, Propositions 2.7.1(a), 3.8.2(f)]), wnio-
skujemy, ze twierdzenie Lemperta zachodzi dla obszaréw wypuktych.

Definicja 3.1.15 (por. [NR12], Exercise 5.1.5). Niech ¢ : T — C, bedzie
funkcja ciggla. Wowezas p(e®) = |p(e®)]e® | t € R, dla pewnej funkcji cigglej
0 : R — R. Liczbe catkowita
6(2m) — 0(0)

27
nazywamy liczbg nawinieé¢ (winding number) funkcji ¢. Nie zalezy ona od wybo-
ru 0, gdyz kazda inna funkcja 6 o powyzszych wtasnosciach jest przesunieciem
0 o catkowitg wielokrotnos$é¢ 2.

wind ¢ =

Intuicyjnie, liczba nawinig¢ stwierdza ile razy i w ktéra strong krzywa [0, 27| 5
t — p(e") € C, okraza 0.

Uwaga 3.1.16. (a) windp =0, gdy ¢ € C(T,C,) i Rep > 0.

(b) wind(¢) = wind ¢ + wind ¢ dla ¢, € C(T, C,).

(c) Jesli C(T,C,) 3 ¢; =% ¢ € C(T,C,), to windy,; = wind ¢ dla dostatecznie
duzych j.

(d) Liczba nawinieé¢ funkeji ¢ € CY(T, C,) jest indeksem ¢ w 0, tzn.

1 d 1 2 Sole”
Windgpz—./ C:/ dts&(? )dt.
2wt Jory ¢ 2miJo  p(eft)
Istotnie, oznaczmy n(t) := |p(e™)|. Wtedy 7 i 6 sa klasy C*, skad

L e, L e s e
2ri Jo  p(e') 2mi Jo n(t)e?®

dt

= %[logn +i6]3" = wind .

(€) Jezeli ¢ € C(T,C,) rozszerza si¢ do funkcji € O(D)NC(D), to wind ¢ jest licz-
ba zer ¢ liczonych z krotnosciami. Wezmy bowiem 7y < 1 takie, ze wszystkie
zera @ leza w rolD. Stosujac kolejno twierdzenie o liczeniu zer funkeji holo-
morficznej, wlasnod¢ (d), twierdzenie o jednostajnej ciagtosci funkcji ciagte;
((r,¢) = @(r¢)) na zbiorze zwartym ([0, 1] x D) i wlasnoé¢ (c), dostajemy
dla ro < r < 1 bliskich 1:

1 &)

liczba zer p = —
27y JrT (ﬁ(g)

d¢ = wind{T > ¢ — ¢(r() € C,}

= wind{T > ¢ — ¢(¢) € C,} = wind .
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Definicja 3.1.17. Niech D C C" bedzie obszarem klasy C'. Odwzorowanie holo-
morficzne f : D — D nazywamy odwzorowaniem stacjonarnym, jezeli

(a) f rozszerza sie do odwzorowania holomorficznego w otoczeniu DD (oznaczanego
ta sama litera),

(b) f(T) C 0D,

(¢) istnieje funkcja R-analityczna p : T — Ry taka, ze odwzorowanie
T > (— (p(Q)vp(f(C)) € C" rozszerza sie do odwzorowania holomorficznego

w otoczeniu D, oznaczanego f.

Dalej, odwzorowanie holomorficzne f : D — D jest stabym odwzorowaniem
stacjonarnym, gdy

(a') f rozszerza si¢ do odwzorowania klasy C'/?(ID) (oznaczanego ta samg litera),

(b) f(T) C D,

(¢') istnieje funkcja p : T — Ry klasy C'/? taka, ze odwzorowanie T > ¢
Cp(Ovp(f(C)) € C™ rozszerza sie do f € O(D) NCY2(D).

Definicja (stabego) odwzorowania stacjonarnego f : D — D rozszerza sie
w naturalny sposéb do przypadku, gdy 0D jest R-analityczny w otoczeniu f(T).

Bezposrednio z definicji odwzorowania stacjonarnego f wynika, ze f i f rozsze-
rzaja si¢ holomorficznie na pewne otoczenia ID. Przez Dy oznaczamy ich przeciecie.

Definicja 3.1.18. Niech D C C" bedzie obszarem silnie liniowo wypuktym. Od-
wzorowanie holomorficzne f : D — D jest nazywane (stabym) E-odwzorowaniem,
jesli jest (stabym) odwzorowaniem stacjonarnym oraz

(d) Ktadac ¢.(C) == (= — f(O),vb(f(())), ¢ € T, mamy wind, = 0 dla pewnego
zeD.

Uwaga 3.1.19. (a) Silna liniowa wypukto$¢ D implikuje ¢, (¢) # 0 dla kazdego
z€ Di(eT. Zatem wind ¢, nie zalezy od wyboru z.

(b) Jesli dodatkowo D jest wypukty, to dowolne (stabe) odwzorowanie stacjonarne
w D jest (stabym) E-odwzorowaniem (jako ze Re g, < 0).

Udowodnimy, ze w klasie nieptaskich ograniczonych obszaréw silnie liniowo
wypuklych z brzegami R-analitycznymi, stabe odwzorowania stacjonarne sa od-
wzorowaniami stacjonarnymi, a zatem nie ma réznicy miedzy E-odwzorowaniami
i stabymi E-odwzorowaniami.

Nastepujacy wynik opisuje odwzorowania ekstremalne.

Twierdzenie 3.1.20 (por. [Lem84|). Niech D C C", n > 2, bedzie ograniczonym
obszarem silnie liniowo wypukiym. Wowczas

(a) odwzorowanie holomorficzne f : D — D jest ekstremalng wtedy i tylko wtedy,
gdy jest stabym E-odwzorowaniem.

(b) jesli D ma brzeg R-analityczny, to odwzorowanie holomorficzne f : D — D
jest ekstremalng wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest E-odwzorowaniem.
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(¢) gdy D jest klasy C*, k = 3,4, .. ., 00, kazde stabe E-odwzorowanie f : D — D
i stowarzyszone odwzorowania f,p sq klasy C*=17¢ przy dowolnym e € (0,1).

Idea dowodu twierdzenia Lemperta jest nastepujaca. Najpierw stwierdzimy, ze
(stabe) E-odwzorowania sa geodezyjnymi. Nastepnie dowiedziemy, ze w przypadku
R-analitycznym dla dowolnych réznych z,w € D (odp. z € D, v € (C"),) istnieje
E-odwzorowanie przechodzace przez z,w (odp. takie, ze f(0) = z, f/(0) = Av dla
pewnego A > 0). To da r6wnosé miedzy funkcja Lemperta a pseudoodlegtoscia Ca-
rathéodory’ego. W klasie C? wyczerpiemy dany obszar przez obszary silnie liniowo
wypukte z brzegami R-analitycznymi.

Dla dowodu Twierdzenia 3.1.20, zauwazymy m.in., ze (stabe) E-odwzorowania
sg jedynymi ekstremalnymi.

3.2. W Kklasie C¥ staba stacjonarnosé to stacjonarnosé

Propozycja 3.2.1. Niech D C C", n > 2, bedzie ograniczonym obszarem sil-
nie lintowo wypuklym z brzegiem R-analitycznym. Wowczas dowolne stabe odwzo-
rowanie stacjonarne w D jest stacjonarne w D z tymi samymi odwzorowaniamsi
stowarzyszonymi.

DowOD. Niech f : D — D bedzie stabym odwzorowaniem stacjonarnym.
Naszym celem jest pokazanie, ze f, f € O(D) oraz p € C*(T).

Wezmy dowolne ¢ € T. Skoro f((o) # 0, mozemy przyjaé, ze fi # 0w DN Uy,
gdzie Uy jest otoczeniem (y. Zatem vp1(f((p)) # 0, skad vp 1 nie znika na pewnym
zbiorze Vo C 0D, otwartym w 0D, zawierajacym f((p). Zmniejszajac Uy w razie
potrzeby, mozna zatozy¢, ze f(T NUy) C V.

Definiujemy v : Vy — C?** ! jako

vpa(z) VDm(Z)>
2)=\z1,. 2 | —2,. .., :
v ( e Ve ) e
Zbiér M := 1(Vj) jest wykresem funkcji klasy C* zdefiniowanej na lokalnej podroz-
maitoéci Vj klasy C¥, wicc jest lokalng podrozmaitosécig klasy C¥ w C?"~! wymiaru

rzeczywistego 2n — 1. Zatézmy na chwile, ze M jest catkowicie rzeczywista.
Niech

L) fal)
QTR

N -1
Gdy ¢ € TN Uy, mamy fi(O)f1()™" = vpr(f(C)) vpa(f(C)) , skad g(¢) =
»(f(C)). Wobec tego, g(TNUy) C M. Z zasady odbicia (Dodatek), g rozszerza sie
holomorficznie przez T N Uy, wiec f rozszerza sie holomorficznie na otoczenie (.

9(Q) = (f1<<>,...,fn<<> ) (DN
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Odwzorowanie vp o f jest R-analityczne na T, wiec rozszerza si¢ do h holomor-
ficznego w otoczeniu W zbioru T. Mamy

Ch(Q) _ 1
fQ) PO

Funkcja po lewej stronie jest holomorficzna na DN Uy N W i ciaglta w DN Uy N W.
Poniewaz przyjmuje wartosci rzeczywiste na T N Uy, zasada odbicia implikuje, ze
rozszerza sie holomorficznie w otoczeniu T N Uy. Stad p i f sa holomorficzne na
otoczeniu (.

Pozostaje dowies¢, ze M jest catkowicie rzeczywista. Niech r bedzie funkcja
definiujaca D. Przypomnijmy, ze dla z €

(8):5”@”> FeLon

Rozwazmy odwzorowanie S = (Si,...,S,) : Vo x C""1 — R x C"~! dane wzorem

S(z,w) == (r(z), aa;(z) - wl;;(z>""’§;(z> - wn_lgzrl(z)> :

Rzecz jasna, M = S~1({0}). Zatem
Ty (z,w) CkerVS(z,w), (z,w) € M, (3.2.1)
gdzie VS := (VSy,...,VS,).
Ustalmy (z,w) € M. Chcemy pokazaé, ze Tii(z,w) = {0}. Wezmy (X,Y) =
(X1, X, Y1, .., Y, ) € TS (2,w). Z (3.2.1) dostajemy

07’
Z azk 2) Xy =0,

k=1
tj. X € T5(z). Oznaczajac v := (z,w), V := (X,Y) i znéw korzystajac z (3.2.1),
wnosimy, ze

¢ eTnU.

2n—1 aS 2n—1 aS
0=VSi(v)(V) =Y avk )V + Z E(
J

j=1
dlak=2,...,n. Ale V € T (v), wiec iV € T (v). Dlatego

. 2n 1 ask 2n71 ask L
W szczegdlnosei,
198, 0S5k - 1 OS —
= Zk = N 2R X, Zk Y .
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Réwnos¢ M = S71({0}) daje
or or -
Wg—1 = éTzk(Z) (821(30 )

o, & P~ O P
or X, X. k=2. . .n
02 (ZE; 02407, (2)X; =5, )Z::lazlazj (2)Xj, k=2...m

Ostatnia rownos¢ zachodzi tez dla k£ = 1. Wobec tego,

or " 0*r n o0 _
5721(2 8zk623 Zazk z;@Zlazj(Z)Xij

B (Z 5,; ) (i 07, ) =0

Stad X = 0. To pociaga za sobg Y = 0, gdyz

L oS "185 — 0
S0+ X G0 = 5 (Ve

aw]

a stad

J,k=1

0=VSi(z,w)(0,Y) Z
dlak=2,....,n. O

3.3. (Stabe) F-odwzorowania, ekstremalne i geodezyjne

Udowodnimy wazne wtasnosci (stabych) E-odwzorowan. W szczegdlnosci, po-
kazemy, ze sa one geodezyjnymi oraz jedynymi ekstremalnymi. Wszystkie wyniki
otrzymujemy przy zatozeniu, ze obszar D C C", n > 2, jest ograniczony i silnie
liniowo wypukty.

3.3.1. Stabe EF-odwzorowania sg geodezyjnymi i jedynymi ekstremal-
nymi. Dla stabego F-odwzorowania f ktadziemy

G(2,¢) = (2= f(Q) e f(¢), zeC", ¢eD.

Gdy f jest E-odwzorowaniem, definicja jest poprawna dla ¢ € Dy.
Mamy

G(2,¢) = (2= f(¢)) e Cp(Qvn(f(Q)) = Cp(Q)p:(¢). (€T, (3.3.1)

Propozycja 3.3.1.1. Niech f : D — D bedzie stabym E-odwzorowaniem. Wow-
czas istnieje 2bior otwarty W D D\ f(T) i funkcja F € O(W,D) taka, Ze dla
kazdego z € W liczba F(z) jest jedynym rozwigzaniem réwnania G(z,() = 0,
¢ €D. W szczegélnosci, F o f = idp.

W Propozycji 3.3.2.4 wzmacniamy powyzsze dla E-odwzorowan.
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DowOD. Definiujemy A := D\ f(T). Z zatozen o D wynika, ze ¢, nie znika na
T dla dowolnego z € A, a zatem z ciggtosci warunek (d) Definicji 3.1.18 zachodzi
dla z w pewnym zbiorze otwartym W D A. Z (3.3.1) wnosimy, ze wind G(z,-) =
14+ 0+0 =1 dla dowolnego 2 € W. Skoro G(z,-) € O(D) N C(D), funkcja ta
ma w D doktadnie jeden pierwiastek F'(z). Stad G(z, F(z)) =01i %(2, F(z)) #0.
Z twierdzenia o funkcji uwiklanej, F' jest holomorficzne na W. Réwnosé F(f(()) =
¢ dla ¢ € D jest jasna. O

Whiosek 3.3.1.2. Stabe E-odwzorowanie f : 1D — D jest geodezyjng. W szcze-
golnosci,

ep(f(C), f(§)) = £€n(f(C), f(£),  p(f(Q); [/(C)) = 2p(f(C); [(C))
dla ¢, & € D.

Uzywajac lewych odwrotnych stabych E-odwzorowan dowodzimy jednoznacz-
nosci ekstremalnych.

Propozycja 3.3.1.3. Niech f : D — D bedzie stabym E-odwzorowaniem. Wtedy
dla dowolnego & € (0,1) odwzorowanie f jest jedyng £p-ekstremalng dla z := f(0),
w = f(&) (odp. jedyng »p-ekstremalng dla z := f(0), v := f'(0)).

DowOD. Przypusémy, ze g jest £p-ekstremalnag dla z, w (odp. s»p-ekstremalna
dla z,v) taka, ze g(0) = z, g(§) = w (odp. ¢(0) = 2, ¢'(0) = v). Naszym celem jest
pokazanie, ze f = g. Propozycja 2.4.3 dostarcza nam odwzorowanie F', ktore jest
lewa odwrotng f. Z lematu Schwarza wynika, ze F' jest tez lewa odwrotng dla g,
tj. F' o g = idp. Twierdzimy, ze limpsc—¢, 9(¢) = f({p) dla {, € T.

Zat6zmy przeciwnie. Wowczas znajdzie sie punkt (; € T i ciag D > (,, — (o
taki, ze granica Z := lim,, . g((n) € D istnieje, ale nie jest réwna f({). Mamy
G(z,F(x)) =0,z € W, wigc ktadac z := ¢((,,) wnosimy, ze

Po przejsciu z m do nieskonczonosci dostajemy

0= (Z— f(Co))® f(Co) = Cop(Co){Z — f(Co), vn(f(Co)))-
Oznacza to, ze Z — f(() € T5(f()). Wynika stad, ze Z = f({y), sprzecznosé.

Wobec tego, g rozszerza sie na D, a z zasady maksimum mamy g = f. 0

Propozycja 3.3.1.4. Niech f : D — D bedzie stabym E-odwzorowaniem oraz
a € Aut(D). Wowczas f o a jest stabym E-odwzorowaniem w D.

DowOD. Niech g := f o a. Warunki (a’) i (¢') Definicji 3.1.17 sa spelnione
przez g. Aby pokazaé, ze g spelnia warunek (d) Definicji 3.1.18, ustalmy punkt
z € D. Niech ¢, ¢., beda funkcjami pojawiajacymi si¢ w warunku (d) dla
f,9. Wtedy ¢. 4 = ¢. 5o a. Skoro a przeksztalca T na T dyfeomorficznie, mamy
wind ¢, , = T wind ¢, y = 0.
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Pozostato pokazaé, ze warunek (¢’) Definicji 3.1.17 zachodzi dla g. Twierdzimy,
ze funkcja a(¢) := (/a({) posiada holomorficzna gataZ logarytmu w otoczeniu T.
Wystarczy udowodnié, ze a(T) # T. Rozwinmy a jako

(—a
1—a¢

a(¢) = "
z pewnymi o € D, t € R i zauwazmy, ze a nie przyjmuje wartosci —e=%. Jedli
bowiem bytoby ¢/a(¢) = —e~* dla pewnego ¢ € T, to otrzymalibySmy

l-a¢
1—a6_ ’

skad 2 = 2Re(a() < 2|al, co jest niemozliwe.
Istnieje zatem funkcja v holomorficzna w otoczeniu T taka, ze

¢ £iv(©)
a(¢)
Mamy v(T) C R. Rozwijajac v w szereg Laurenta
()= > arC®, ¢ w otoczeniu T,
k=—o00

wnosimy, ze a_p = ay, k € Z. Stad
v(¢) = ap+ Y 2Re(ar(*) = Re <a0 +2)° akck> , CeT.
k=1 k=1

Istnieje funkcja h holomorficzna w otoczeniu D taka, ze v = Im h. Niech u := h—iv.
Wtedy v € O(T) i u(T) C R.
Wezmy pod uwage p jak w warunku (¢’) Definicji 3.1.17 dla f i potézmy
r(¢) == pla(¢))e"?, ¢eT.

Zachodza rownosci

¢r(¢Q)vn(9(0) = ¢e"“p(a(Q)rp(f(al()))
= a(Q)" p(a(Q)n(f(a(Q))) = "V f(al¢), (€T,

Stad T > ¢ — (r(Q)vp(g(¢)) € C™ rozszerza sie do odwzorowania klasy O(D) N
Cl/2(D). O

Whiosek 3.3.1.5. Stabe E-odwzorowanie f : D — D jest jedyng €p-ekstremalng
dla f(C), f(&) (odp. jedyng »p-ekstremalng dla f(C), f'(C)), gdzie (,£ € D, ¢ # €.
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3.3.2. Uogodlnienie Propozycji 3.3.1.1. W tej podsekcji zajmujemy sie E-
odwzorowaniami.

Propozycja 3.3.2.1. Niech [ : D — D bedzie E-odwzorowaniem. Wtedy funkcja
f" e f jest stalg dodatnig.

DowOD. Rozwazmy krzywa
R >t f(e'") € OD.
Jej wektor styczny ie® f'(e) nalezy do TH(f(e')), tzn.
Re(ie" f'(e"), vp(f(e"))) =
Dlatego dla ¢ € T mamy
0= p(¢) Re(i¢f((), vn(f(C))) = —Im £'(C) ® (),

wiec funkcja holomorficzna f’ e f jest rzeczywisty stata C.
Definiujemy krzywa

0,1+¢e)3t— f(t)eC”

dla matych ¢ > 0. Skoro f([0,1)) C D i f(1) € D, widzimy, ze pochodna funkcji
ro f w punkcie t = 1, gdzie r funkcjg definiujaca D, jest nieujemna. Zatem

/ _ L o ! ° r _ L
0 <Re(f'(1),vp(f(1))) = o0 Re(f'(1) e f(1)) o)
tj. C' > 0. Dla ¢ € T zachodzi
HOZIO 4 F0) = 0140 - 1001
Ta funkcja ma liczbe nawinie¢ 0. Wobec tego, funkcja
]

holomorficzna w otoczeniu D, nie znika w . W szczegélnosci, C' = g(0) #0. O

Funkcja p jest okreslona z doktadnoscia do statego czynnika. Wybieramy p tak,
by f'e f=1, tzn.
p(O) " =(Cf(©),vn(f(Q), CeT. (3.3.2)

W ten sposéb f i p sa jednoznacznie wyznaczone przez f.
Propozycja 3.3.2.2. E-odwzorowanie f : D — D jest réznowartosciowe w D.

DowOD. Funkcja f ma lewg odwrotng w D, wiec wystarczy sprawdzi¢ iniek-

tywnosé na T. Praypusémy, 7e (1) = f(G) dla pewnych ¢, € T, G # G
i rozwazmy krzywe

v [0,1] >t f(t¢;) €D, j=1,2.
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Poniewaz

Re(7;(1), vp(f(¢)) = Re(Gf'(¢): vn(f(G))) = p(¢) ™" #0, (3.3.3)
krzywe ; przecinaja 0D transwersalnie we wspdlnym punkcie f(¢;). Twierdzimy,
ze jest C' > 0 takie, ze dla ¢t € (0,1) bliskich 1 istnieje s, € (0,1) spetniajace
Lp(f(tCr), f(s:(2)) < C. Zakoniczy to dowdd, gdyz

Lo(f(tC1), f(s1C2)) = p(t(y, 8:(2) — 00, t— 1.

Mozna zatozyé¢, ze f((1) = 01 vp(0) = (1,0,...,0) =: e;. Istnieje kula B C
D styczna do 0D w 0. Korzystajac w razie potrzeby z jednoktadnosci, mozemy
przyjac, ze B = B,, — e;. Dzieki transwersalnosci 71, v2 do 0D, istnieje stozek

A:={2€C":—Rez > k|z|}, k>0,

taki, ze v1(t),12(t) € AN B, gdy t € (0,1) jest blisko 1. Dla z € A niech k, > k
bedzie liczbg dodatnia spetniajaca
2 —Rexn
z| = .
k.

Dla kazdego a € 71((0,1)) bliskiego 0 mozna znalezé b € v,((0,1)) N AN B
takie, ze Reb; = Rea;. Aby uzyskaé sprzecznos$é, wystarczy stwierdzié, ze £p(a, b)
jest ograniczone z géry przez stata niezalezng od a i b.

Mamy nastepujace oszacowanie

ED(G, b) < Egn_el(a,b) = EBH(CL + €1, b+ 61)

1— 2 1— 2
ity A lar el —fpral)
’1—<a+61,b+61>’2

Ostatnie wyrazenie jest ograniczone z gory wtedy i tylko wtedy, gdy
(1—Ja+ef*)(1—[b+ef)
|1 — <CL+ €1,b+ €1>|2
jest ograniczone z dotu przez statyg dodatnig. Szacujemy

I—lateal)A—-|b+el’)  (2Rear +|al*)(2Rebs + |b*)

1—{a+e,b+e))? [(a,b) + ay + by |?
(2 Rea; + 7(1{2%1)2) (2 Rea; + (Rekagl)z) (Reap)? (2 + R%é”) (2 + R,'ig“)
- |(a,b) + 2Rea; +ilma; —iIlmb |2~ 2{a,b) +ilma; — iImby|2 + 2|2 Reay |2
(Reay)? (2+ Tega) (24 g (Rear)? (2-+ ) (24 g1 )

> =
2(lallb|] + |a| + |b 2“—8 Reaq)? —Rea ea ea 2
(I o+ o+ SR~ (et s 120 )7 (e
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Reay Reay
(2+ k3)<2+ k;f) 1
(1+2/k2+8

R 1) 2
2(_}%2?1—1-%‘}‘]%) + 8
To konczy dowdd. U

Zalbzmy, ze mamy oznaczenia jak w Propozycji 3.3.1.1, przy czym f jest E-
odwzorowaniem. Naszym celem jest zastapi¢ W otoczeniem D.

Uwaga 3.3.2.3. Dla (y € Dy mamy G(f((p),¢o) =01 %(f((’o), (o) = —1. Z twier-
dzenia o funkcji uwiktanej istniejg otoczenia Uy ¢y, Ve, punktéw f((p), (o i funkcja
holomorficzna Fy, : Up,)y — Vg, taka ze dla kazdego z € Ug, punkt F¢,(¢) jest
jedynym rozwigzaniem réwnania G(z,¢) =0, ¢ € V.

W szczegdlnosei, jesli (o € D to F, = F' w otoczeniu f((p).

Propozycja 3.3.2.4. Niech f : D — D bedzie E-odwzorowaniem. Wowczas ist-
niejq dowolnie mate otoczenia U,V zbiorow D, D odpowiednio, takie, Ze dla kazdego
z € U rownanie G(z,() =0, ¢ € V, ma dokladnie jedno rozwigzanie.

DowOD. Ze wzgledu na Propozycje 2.4.3 1 Uwage 3.3.2.3, wystarczy dowiescé,
ze istniejg otoczenia U, V zbioréw D, D odpowiednio, takie ze dla dowolnego z € U
réwnanie G(z,-) = 0 ma co najwyzej jedno rozwigzanie ¢ € V.

Zatézmy przeciwnie. Wtedy dla dowolnych otoczen U D DiV D Dsa z € U,
C1,G €V, (1 # ( takie, ze G(z,(1) = G(z,() = 0. Dla m € N niech

Up = {z € C": dist(z, D) < 1/m},
Vi i={C € C:dist(¢,D) < 1/m}.

Istniej@ punkty Zm € Um7 Cm,17<m,2 € vm; (m,l 7é Cm,Q spelniajadce G<Zm7Cm,1) -
G(2m,Cn2) = 0. Przechodzac do podciggu mozna zalozyé, ze z, — 20 € D.
Analogicznie mozemy przyjac, ze (ni1 — ¢ € D i (na — G € D. Oczywiscie,
G(20,¢1) = G(20, () = 0. Rozwazmy mozliwe przypadki.

Jesli Gi, ¢ € T, to G(zp, ;) = 0 jest réwnowazne

(20 = f(¢),vp(F(G))) =0, j=1,2,
w konsekwencji 20— f((;) € T5(f(;)). Przez silng liniowa wypuktosé D dostajemy
20 = f(¢;). Ale f jest réznowartosciowa w D, wiec (1 = (o =: (p. Z Uwagi 3.3.2.3
wynika, ze w dostatecznie matym otoczeniu (zy, (o) wszystkie rozwiazania rownania
G(z,¢) = 0 sa postaci (z, F¢,(2)). Punkty (zm,Cn1) 1 (2m,(me2) naleza do tego
otoczenia dla duzych m, co daje sprzecznosc.

Gdy ¢; € T i (; € D, analogicznie jak wyzej wnioskujemy, ze zg = f((1).
Wezmy dowolny ciag {n,,} C D zbiezny do (;. Wtedy f(nm) € D i f(nm) — 20,
skad ciag G(f(nm),-) zbiega do G(zp,-) jednostajnie na D. Skoro G(z,-) # 0,
G(20,(2) = 0 oraz (y € D, dostajemy z twierdzenia Hurwitza, ze dla duzych m funk-
cje G(f(nm), - ) maja pierwiastki 6, € D takie, ze 6,, — (. Stad G(f (), Om) = 0,
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wiec z jednoznacznosci rozwiazan w D x D (Propozycja 3.3.1.1) mamy

O = F(f(1hm)) = 1im-
Lewa strona dazy do (s, a prawa do (i, sprzecznosc.

Pozostal przypadek (1, ¢, € D. Jesli zg € D\ f(T), to zo € W. Na W x D wszyst-
kie rozwiazania rownania G = 0 sa postaci (z, F'(z)), z € W. Jednakze, dla duzych
m, punkty (zm, C(m.1), (#m, Gm2) naleza do W x D, co ktéci si¢ z jednoznacznoscia.

Rozpatrzmy ostatnia mozliwosé zg € f(T), czyli zg = f(o) dla pewnego ¢y € T.
Mamy G(f(¢o), o) = 0, skad G(29, o) = G(20,(1) =0 oraz ( € T, ; € D. Jest to
jeden z rozwazonych juz przypadkdow. U

Whiosek 3.3.2.5. Niech [ : D — D bedzie E-odwzorowaniem. Wowczas istniejq
otoczenia U,V zbiorow D,D odpowiednio takie, Ze

(a) V CC Dy,

(b) F rozszerza sie holomorficznie na U,

(c) wszystkie rozwigzania réownania Glyxy = 0 sqg postaci (z, F(z)), z € U.

W szczegolnosci, F o f =idy .

3.4. Oszacowania holderowskie

Definicja 3.4.1. Dla danego ¢ > 0 rodzina D(c) sktada si¢ z par (D, z), gdzie
D C C", n > 2, jest ograniczonym obszarem silnie pseudowypuktym i z € D,
spetniajacych

(a) dist(z,0D) > 1/e¢,

(b) érednica D jest niewieksza niz ¢ oraz D spelnia warunek kuli wewnetrznej
o promieniu 1/c,

(¢) dla kazdych x,y € D istnieje m < 8¢ i otwarte kule By, ..., B,, C D o pro-
mieniach 1/(2c¢) takie, ze x € By, y € By, oraz odlegto$¢ miedzy $rodkami kul
B;, Bjq nie przekracza 1/(4c) dla j =0,...,m — 1,

(d) dla dowolnej otwartej kuli B C C™ o promieniu niewiekszym niz 1/¢, przeci-
najacej 0D, istnieje odwzorowanie ® € O(D,C") takie, ze

(1) D spelia warunek kuli zewnetrznej o promieniu ¢, tzn. dla kazdego w €

®(B N dD) istnieje kula o promieniu ¢ zawierajaca ®(D) i styczna do
0®(D) w punkcie w,

(i1) ® jest biholomorficzne w otoczeniu B i ®~1(®(B)) = B,

(i11) wyrazy wszystkich macierzy ® na BN D oraz (®~') na ®(B N D) sa
ograniczone na modut przez c,

(1) dist(P(z),09(D)) > 1/c,

(e) wektor vp jest lipschitzowski ze stata 2¢, tj.

lvp(a) —vp(b)| < 2¢cla —b|, a,be dD,

(f) e-otoczka zbioru D, tzn. zbiér D, := {w € C™ : dist(w, D) < €}, jest obszarem
silnie pseudowypuktym dla € € (0,1/c|.



3.4. OSZACOWANIA HOLDEROWSKIE 62

Przypomnijmy, ze warunek kuli wewnetrznej o promieniu r > 0 oznacza, ze
dla dowolnego punktu a € 9D istnieje kula B, (a’,r) C D styczna do 0D w a.
Réwnowaznie

D= | Bu(d,r)
a’'€eA
dla pewnego zbioru A C D.

Mozna pokazaé, ze warunki (b) i (e) wyrazaja sie przez ograniczono$¢ krzywizny
normalnej, ograniczono$¢ obszaru i warunek (c). Jednak lezy to poza zakresem
naszych rozwazan i wymaga bardzo technicznych srodkow, wiec pomijamy dowod.
Powodem do uzycia (b) w takiej formie jest zwiazek z warunkiem (¢) (pozwala to
uprosci¢ dowéd w pewnych miejscach).

Uwaga 3.4.2. Obszar wypukly spetniajacy (a)-...-(d) spelnia réwniez (e) i (f).
Istotnie, z (b) wynika, ze dla kazdego a € 8D istnieje kula B, (a’,1/c) C D
styczna do 0D w a. Wtedy

a —a

vp(a) = = c(d' — a).

o/ — a
Stad
lvp(a) —vp(b)| =cla’ —a—b +b] < cla’ — V| +cla—1|.
Skoro D jest wypukty, zachodzi |a' — b'| < |a — b], co daje (e).
Warunek (f) jest jasny — e-otoczka obszaru silnie wypuklego rowniez jest silnie
wypukta.

Uwaga 3.4.3. Dla obszaru wypuklego D, warunek (c) sprowadza sie do (b).
Faktycznie, dla x,y € D rozwazmy kule o promieniach 1/(2¢) zawierajace je
i zawarte w D. Podzielmy odcinek miedzy srodkami kul na [4¢?] + 1 réwnych czesci
i wezmy kule o srodkach w punktach podziatu i promieniach 1/(2c¢).
Zauwazmy, ze jezeli obszar silnie wypukty spelnia warunek kuli wewnetrznej
o promieniu 1/c i zewnetrznej o promieniu ¢, to mozna przyjaé¢ ® := idcn.

Uwaga 3.4.4. Dla obszaru silnie pseudowypuktego D, liczby ¢ > 01 z € D takich,
ze dist(z,0D) > 1/, istnieje ¢ = ¢(c’) > 0 spetiajace (D, z) € D(c).

Jedynie warunek (d) jest nietrywialny. Konstrukcja odwzorowania ® sprowadza
sie do konstrukeji funkcji szczytowych Fornaessa. Stosujemy [For76, Proposition
1] do kazdego punktu brzegowego D. To daje pokrycie 0D skonczona liczba kul
Bj, odwzorowania ®; € O(D,C") oraz silnie wypukte C*-gladkie obszary Cj,
J=1,..., N, takie, ze

b (I)J( ) - Cja

b (I)J( ) - C]a

. (I)J(B \ D) C C"\ Cy,

o O71(D;(By)) = By,

o &;|p : Bj — ®;(B;) jest biholomorficzne.
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Mozna zatem wybra¢ ¢ > 0 takie, ze kazde C; spelnia warunek kuli zewnetrznej
z ¢, dowolna kula o promieniu 1/c¢ przecinajaca 0D zawiera si¢ w pewnym Bj,
a warunki (i47), (iv) sa réwniez spetione z ® := ®,.

W tej sekcji uzywamy stéw ”jednostajny”, ”jednostajnie”, gdy (D, z) € D(c).
Oznacza to, ze oszacowania beda zalezeé tylko od ¢, natomiast beda niezalezne od
D iz, jezeli (D,z) € D(c) oraz od E-odwzorowan w D posytajacych 0 w z (co
oznaczamy f : (D,0) — (D, 2)).

Wracamy teraz do sytuacji, w ktorej D C C", n > 2, jest ograniczonym
obszarem silnie liniowo wypuklym.

Propozycja 3.4.5. Niech f: (D,0) — (D, 2) bedzie E-odwzorowaniem. Wtedy
dist(f(¢),0D) < C(L—[¢]), CeD,
z C' > 0 jednostajnym, gdy (D, z) € D(c).
DowOD. Istnieje jednostajne C; takie, ze
dist(w,0D) > 1/c = kp(w, z) < C}.

Rzeczywiscie, niech dist(w,dD) > 1/c i kule By,..., B, o $rodkach by,..., b,
beda wybrane dla punktéw w, z jak w warunku (c). Wowczas

m—1
kD(w7 Z) < kD(wv bO) + Z kD<bj7 bj+1) + kD(bma Z)
7=0

<k (wl/c w, bO j+1 +kB zl/c)(b )

o) 5 < '/<zé§1')+p(0"b”1/?')

1 1
<(m+2)p <0, 2) < (8¢ +2)p (0, 2> =: (.

MS

Jesli ¢ € D jest takie, ze dist(f(¢),0D) > 1/¢, to

kn(£(0), £(0)) < G — 1 logdist(£(¢), 9D)

z jednostajnym Cs := C + %log c.
W przeciwnym przypadku, gdy dist(f(¢),0D) < 1/¢, oznaczmy przez n(C)
najblizszy do f(¢) punkt lezacy w 0D. Niech w € D bedzie $rodkiem kuli B
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o promieniu 1/¢ stycznej do 0D w n(¢). Z warunku (b) mamy B C D. Stad

kp(f(0), f(€)) < kp(f(0), w) + kp(w, f(C))
< O+ kp(w, £(Q))

<C’1+;10g2—;10g<1—|f(o_w|>

1/c

—C+ ;logQ - ;log(c dist(£(C), OB))

=(C5 — ;logdist(f(g), oD)

z jednostajnym C5 := C + %log %
Otrzymalismy szacowania tego samego typu w obu przypadkach. Z drugiej
strony, z Wniosku 3.3.1.2

1
kp(f(0), £(€) = p(0,¢) > — log(1 — ), ¢ €D,
co konczy dowdd. 0
Przypomnijmy, ze zatozylismy, iz p jest postaci (3.3.2).

Propozycja 3.4.6. Niech f : (D,0) — (D, z) bedzie E-odwzorowaniem. Wow-
czas
Ci<p(Q)'<Cy (€T,
gdzie C1,Cy sq jednostajne, gdy (D, z) € D(c).
DowoD. Dla dowodu gérnego oszacowania ustalmy (o € T. Ktadziemy B :=
B, (f(¢0),1/c) i niech @ € O(D,C") bedzie jak w warunku (d) dla B. Mozna

zatozy¢, ze f(Co) = ©(f(Co)) = 01 vp(0) = vemn)(0) = (1,0,...,0). Wtedy &(D)
zawiera si¢ w pOiptaszezyznie {w € C" : Rew; < 0}. Dla h := ® o f mamy

hi(D) C {w; € C: Rew; < 0}.
Z uwagi na lemat Schwarza na potptaszczyznie, dostajemy
—2Re hy(t¢p)
1 — |t¢o|?
Niech § bedzie znakowana odlegtoscia do 0P (D), tj.

5(x) e —dist(z,0®(D)), x € d(D),
(@)=Y dist(z, 00(D)), = ¢ B(D).

| (t¢0)| < (3.4.1)

Jest to funkcja definiujaca ®(D) w otoczeniu 0 ([JP0O, Proposition 2.2.3(d)],
pamietamy tez, ze ~!(®(B)) = B). Mamy

§(z) = 6(0) + Re(V4(0), z) + O(|z|*) = Rexy + O(|z?).
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Jedli ®(D) 5 z — 0 transwersalnie, to kat miedzy wektorem x a hiperptasz-
czyzng {w € C" : Rew; = 0} jest oddzielony od 0, tzn. jego sinus (— Rex;)/|z|
jest wiekszy niz pewien € > 0 niezalezny od z. Dlatego

o(x)
Rex;

=14+ 0O(|z]), z — 0 transwersalnie.

W konsekwencji
—Rexy < 2dist(z,0®(D)), = — 0 transwersalnie. (3.4.2)

Wiemy z (3.3.3), ze t — f(t(p) przecina 0D transwersalnie. Wykazemy, ze
(
o () ) = (¥ 0)F (@) (-
" [(@=1)(0)"Vr(0)]
)
gdzie r jest funkcja definiujacg D. W szczegdlnosei,
To dowodzi, ze t — h(t(y) przecina 0P (D) transwersalnie.

t — h(t(y) przecina 0P (D) transwersalnie. Mamy
d (@1 (0)*Vr(0)
( St )
_ (Gof"(€0), Vr(0)) (G (Go)s ¥ (f(60))[Vr(0 )|> (3.4.3)
(@(0)=1)Vr)]  [((0)7)Vr(0)
d p(Go) ! Vr(0)]
e ] o6 = [
Wobec tego, mozemy wstawi¢ z := h(t(y) do (3.4.2) aby otrzymaé

t=1

£0

< , — 1. 3.4.4
T [tGoP I [t 344
Ale ® jest biholomorfizmem blisko 0, wiec
4 di (D i D
dist(h(t¢y), 0P (D)) < nglst(f(tgo),a ) P, (3.45)

e =t
gdzie Cj jest jednostajne dzieki (d)(iit). Z Propozycji 3.4.5, wyrazenie po prawej
stronie (3.4.5) nie przekracza stalej jednostajne;.

Z (3.4.3) wynika, ze

p(Go) ™ = [{f"(€0)So, vn (f(Co)N | < Cul (W' (Co), va(py (7(Co)))]
= Cy|ny (o)l = 113% Cy|hy (o)

z jednostajnym C, (uzywamy tu tez (d)(iii)). Laczac (3.4.1), (3.4.4) i (3.4.5),
dostajemy gorne szacowanie dla p(¢o)™*
Przechodzimy do dolnej nieréwnosci. Niech r bedzie znakowang odlegtoscia do
0D. Dla ¢ := 1/c¢ funkcja
o(w) := —log(e —r(w)) +loge, w € D,
gdzie D, jest e-otoczka D, jest plurisubharmoniczna i definiujaca D. Mamy bowiem
—log(e — r(w)) = —logdist(w,dD.), w € D,
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a D. jest pseudowypukty.
Funkcja
vi=gof:D— (—o0,0]
jest subharmoniczna w ID. Ponadto, skoro f odwzorowuje T w 0D, wnosimy, ze
v =0 na T. Poniewaz |f(\) — z| < ¢ dla A € D, mamy

1 1
A=z < —, [N<—
) =2 < 5 < 5o
Zatem dla ustalonego (y € T zachodzi
M, (x) == trr[})agc]v(goe”” < —log ( > = —Cs, x< —log(2c%).
S ™
Skoro M¢, jest wypukta dla < 0 i MCO( ) = 0, otrzymujemy

0(Goe®) < My (@) < ~log(2¢%) < x < 0.

10g(202)
Stad (pamietajac, ze v({y) = 0)
Cs d . "
Tog(222) < %U@oe ) . ]2_: £i(Co)Go
= (Cof'(¢o), Vo(f(Go))) = p(Co) " Vel f (o)) (3.4.6)
Co wiecej,
Vol(@) \ _ . )
V(@) = (Velr (@), AR ) = Re(Ta( (@) (@)
a(?j) (F(Go) = lim o(f(¢o) + tVD(fiCO))) —o(f(%)) _ i —c,
gdyz r(a+tv(a)) =t, jesli a € 0D oraz t € R jest blisko 0. To, razem z (3.4.6),
konczy dowdd. O

Propozycja 3.4.7. Niech f: (D,0) — (D, 2) bedzie E-odwzorowaniem. Wtedy

1£(C) = f(Q) < CVIG =Gl GG eD,
gdzie C jest jednostajne, gdy (D, z) € D(c).

DowOD. Niech (, € D bedzie takie, ze 1 — |(o] < 1/(cC), gdzie C jest jak
w Propozycji 3.4.5. Wtedy kula B := B,(f({),1/c) przecina 0D. Wezmy & dla
B 7 warunku (d). Niech w oznacza najblizszy punkt do ®(f((y)) lezacy na 0P (D).
Z (d)(ii) i (d)(iii) istnieje stala jednostajna r < 1 taka, ze w nalezy do ®(BNaD),
oile |(] > .

Dzieki (d)(i), dostajemy istnienie wy takiego, ze ®(D) C B,(wq,c) i kula
B, (wy, ¢) jest styczna do 0@ (D) w punkcie w. Niech

h(C) = (®o f)(f_g(i) ¢eD.
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Woéwezas h jest holomorficzne, h(D) C B, (wo,c) i h(0) = ®(f({y)). Z lematu
Schwarza dla kuli (Dodatek), mamy

W (O)] < /e~ h(0) — wol? < /2c(c — [B(f()) — wal)
— \2e(fw — w] = [B(f(C)) — wo))
< V2ey/|0(£(Go) — w]
= V2e\[dist(®(f(Go)), 92 (D).

Poniewaz
d G—¢
dC1 = GoC -

R'(0) = &'(f(¢0)) ' (¢o) ==

dostajemy z warunku (d)(ii7)
B (0)] > Cil£(Go) (1 = Iol*)
z jednostajnym C7. Dalej,

17(0)] \/_\/dlst ©),00(D)) _ . Vdist(f(Go), D)
Ci(1 — |Gl ) Ch 1 - |Co|2 D N T
gdzie (Y jest jednostajne. W potaczeniu z Propozycja 3.4.5 mamy

1f'(Go)] < Cgm - _& (3.4.7)

L=16l /1= ¢l
gdzie Cj5 jest jednostajne.

Wykazalidmy, ze (3.4.7) zachodzi dla r < [(y| < 1 z jednostajnym r < 1. Dla
|Co| < r szacujemy w nastepujacy sposéb

£ (Gl < max [ (O] <

(o)l <

Cs Cy
\/l_r \/1—|C0

z jednostajnym Cy := C3/v/1 —r.
Zastosowanie twierdzen Hardy’ego-Littlewooda (Dodatek) konczy dowoéd. [

Propozycja 3.4.8. Niech f : (D,0) — (D, z) bedzie E-odwzorowaniem. Wow-
czas

1p(¢1) — p(G2)] < m (1,6 €T,
gdzie C' jest jednostajne, gdy (D, z) € D(c).

DowOD. Wystarczy dowiesé, ze istniejg jednostajne C, C; > 0 takie, ze

1p(C1) — SCVIG =Gl G,eeT, |GGl <.
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Ustalmy (; € T. Bez straty ogdlnosci mozemy zaltozy¢, ze vp1(f((1)) = 1.
Niech 0 < C; < 1/4 bedzie jednostajne takie, ze

lvpi(f(C) — 1] <1/2, ¢ €TNBi(C,3Ch).
Jest to mozliwe, gdyz z Propozycji 3.4.7

lvp(£(€)) = vp(f(C))] < 2 f(C) = FION < CVIC=C], (¢ €T,

z jednostajnym C’ > 0.
Istnieje funkcja ¢ € C>(T, [0, 1]) taka, ze ¥» = 1 na T N By(¢1,2C;) i ¥ =0 na
T\ B1(¢1,3Ct). Wtedy funkcja ¢ : T — C okreslona jako

¢:=(vpiof—-1¢+1
spelia warunki

e ©(¢) =vpa(f(Q)), ¢ € TN Bi(¢1,2C),

° lp(¢)—1]<1/2, CeT,

e  jest jednostajnie 1/2-hdlderowska na T, tj. 1/2-holderowska z jednostaj-
na stata (pamietamy, ze v wybrano jednostajnie).

Po pierwsze, stwierdzamy, ze log ¢ jest dobrze okreslony. Wnioskujemy ponad-
to, ze logy i Imlogy sa jednostajnie 1/2-hélderowskie na T. Funkcja Imlog ¢
rozszerza si¢ do v : D — R, harmonicznej w . Istnieje funkcja h € O(D) taka,
ze v = Imh w . Biorac h — Re h(0) zamiast h, mozna przyjaé, ze Re h(0) = 0.
Z twierdzenia Privalova (Dodatek) zastosowanego do ¢h, mamy rozszerzenie h na
D oraz jednostajna 1/2-hélderowskoéé h w D. Zatem funkcja u := Reh : D — R
jest jednostajnie 1/2-hélderowska na D ze stata Cs. Dalej, u jest jednostajnie ogra-
niczona na D, gdyz

[u()] = [u(¢) — uw(0)| < Cay/I¢], ¢ €D.

Niech g(¢) := f1(O)e™9 1 G(C) == g(¢)/¢. Wtedy g € OMD)NCD) i G €
OD,)NC((D),). Dla eT

19(0)] = [¢p(Qvpa(F({)e ™| < p(¢)e™©,

co, razem z Propozycja 3.4.6, jednostajnym ograniczeniem u i zasada maksimum,
daje jednostajne ograniczenie g w D. Funkcja G jest jednostajnie ograniczona na
DN B; (Ch 2C1) Ponadto, dla C eTNhB (Ch 201)

G(¢) = p(Qvpa(f(C))e Ui mlog ()
= p(g)me—U(CHRelogso(c)e—logso(C) — p(C)e—U(C)+Relog<ﬁ(C) cR.

Z zasady odbicia G rozszerza si¢ holomorficznie przez T N By((y,2C)) do funkcji
(oznaczanej ta sama litera) jednostajnie ograniczonej na Bi((y,2C5), gdzie Cy jest
jednostajne. Zatem, na mocy wzoru Cauchy’ego, G jest jednostajnie lipschitzow-
skie w B1((1,Cy), w konsekwencji jednostajnie 1/2-hélderowskie na By ((p, Cy).
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Ostatecznie, funkcje G, h i vp; o f sa jednostajnie 1/2-hélderowskie na T N
Bi(¢1,Cy) oraz |vpy o f| > 1/2 w T N By(¢1,Cy), skad wynika, ze funkcja p =
Gelfup o f jest jednostajnie 1/2-hélderowska na T N By ((y, Cy). O

Propozycja 3.4.9. Niech f: (D,0) — (D, 2) bedzie E-odwzorowaniem. Wtedy

1£(G) = F(&) < CVIG =Gl G,¢eD,

gdzie C jest jednostajne, gdy (D, z) € D(c).

DowOD. Z Propozycji 3.4.7 1 3.4.8 mamy zgdang nieréwnos$é dla (i, ( € T.
Twierdzenie Hardy’ego-Littlewooda (Dodatek) konczy dowdd. O

3.5. Otwartos¢ zbioru F-odwzorowan w klasie C¥

Dowiedziemy, ze po matej perturbacji obszaru majacego F-odwzorowanie do-
stajemy obszar posiadajacy E-odwzorowanie bedace blisko danego.

3.5.1. Wyniki wstepne.

Propozycja 3.5.1.1. Niech D C C*, n > 2, bedzie ograniczonym obszarem silnie
lintowo wypuktym z brzegiem R- analztycznym a f jego E-odwzorowaniem. Wow-
czas istniejq obszary G, D G C C" i biholomorfizm ® D—G taki, zZe

) D G 5q otoczemamz zbioréw D, G odpowiednio,

(a
(b) ®(D) = G. _

(c) 9(¢) == 2(f(¢)) = (¢,0,...,0), ¢ € D,

(d) va(9(¢)) = (¢,0,...,0), C€T,

(e) g(C) jest punktem szlne] liniowej wypuktosci G dla kazdego ¢ € T.

DowOD. Niech U,V bedg zbiorami z Propozycji 3.3.2.4. Twierdzimy, ze po
liniowej zmianie zmiennych mozna zaltozy¢, ze ]?1, fg nie maja wspoélnych zer na V.

Skoro f’e f = 1, przynajmniej jedna z funkcji fi, . . ., fn, powiedzmy fi, nie jest
identycznie réwna 0. Niech Ay, ..., \,, beda wszystkimi zerami fl na V. Znajdzie
sie a € C" takie, ze

(Oélﬁ—l-—i-anﬁ)()\j)?éo, jzl,...,m

W przeciwnym razie, dla kazdego a € C" istniatoby j € {1,...,m} takie, ze
ae f(A;) =0, astad

— Ufae s as fir) =0},

Zbiory {a € C" : aof()\j) =0},7=1,...,m,sa (n—1)-wymiarowymi hiperptasz-
czyznami zespolonymi, wiec ich skonczona suma nie moze by¢ przestrzenig C”.
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Oczywidcie, przynajmniej jedna z liczb as, . . ., a,, powiedzmy s, jest niezero-
wa. Kladziemy

1 0o 0 --- 0
a1 g (3 -+ Qp

A=10 0 1T - 0 B.=@A"HL
0o 0 0 - 1

Twierdzimy, ze B jest szukang zmiang zmiennych. Jesli r jest funkcja definiujaca D,
to 7 o B~! jest funkcja definiujaca B(D), wigc B(D) jest ograniczonym obszarem
silnie liniowo wypuklym z brzegiem R-analitycznym. Sprawdzimy, ze Bf jest E-
odwzorowaniem w B(D) ze stowarzyszonymi odwzorowaniami

|AVro f]
P Vre
Warunki (a) i (b) Definicji 3.1.17 sa jasne. Dla ¢ € T mamy

Af € O(D), e C¥(T). (3.5.1)

Ve BH(Bf(Q) _ (BTY'Vr(f) _ AVr(f(Q)
)

B = 196 BOBAON T (B Q) AT Q)

(3.5.2)
wiec

AV o
O s e BIQ) = G QAn(Q) = AfQ). (353

Ponadto, dla ( € T, z € D

(Bz — BF(C), vy (BF () = vmw) (BF(Q)) (Bz— Bf(C))
Y (f(Q) B'B(z - f(0))

((B=1)TVr(f(0))]

B Vr(f(Q))] VDiT .
SR = o NN

VO e
e O U)
Stad B jest zadang zmiana zmiennych.
W razie konieczno$ci zmniejszamy zbiory U, V' przypisane odwzorowaniu f do
zbiorow stowarzyszonych z B f. Istnieja funkcje holomorficzne hy,hy : V. — C

takie, ze

hlﬁ—f—hgﬁzl na V.

Faktycznie, gdy fl =0 lub fg = 0, jest to oczywiste. W przeciwnym wypadku,
niech f; = F;P;, j = 1,2, gdzie F} sa holomorficzne, niezerowe na V', natomiast
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P; sa wielomianami ze wszystkimi zerami w V. Wtedy P; sg wzglednie pierwsze,
zatem istnieja wielomiany @)1, Q)2 takie, ze
Q1P+ Q2P =1

Mamy wiec

Qz @2z _
F1f1+F2f2—1 na V.

Rozwazmy odwzorowanie W : V' x C"~! — C" okre$lone jako

W(2) = Fi(2) - ZaFA20) ~ n(20) S 2520, (3.5.4)
Uy(Z) = fol Z1) + Zof1(Z1) — ha(Z1) i Z;f;(21), (3.5.5)
\I/J(Z) = fj(Zl)+Zj, ] :3,...,71. (356)

Pokazemy, ze U jest biholomorficzne na W=1(U). Po pierwsze, zauwazmy, ze
U1({z}) # 0 dla 2 € U. Rzeczywidcie, z Propozycji 3.3.2.4 istnieje (doktadnie
jedno) Z; € V takie, ze

(z = f(Z1) ® f(Z1) = 0. (3.5.7)
Liczby Z; € C, j = 3,...,n, s jednoznacznie wyznaczone przez rownania

Zj = zj = [i(Z1).
Przynajmniej jedna z liczb f~1(Z1), fg(Zl), powiedzmy fl(Zl), jest niezerowa. Po-
tozmy ~
P f2(Zh) + ha(Z1) Sy Z5 fi(Z1)
9 1= = .
fi(Z1)

Wowczas stwierdzamy, ze réwnosé
2= [i(Z0) = Zafo(Z0) = (Z0) Y 2, Fi(Z1)
j=3

jest réwnowazna (3.5.7).

Do zakonczenia dowodu biholomorficznoéci ¥ na ¥=*(U) potrzeba sprawdze-
nia, ze ¥ jest réznowartosciowe na W~1(U). Niech punkty Z, W beda takie, ze
U(Z) = U(W) =: z € U. Obliczamy bezposrednio, ze Z;,W; € V rozwiazuja
wzgledem ( réwnanie (z — f(()) o f(() = 0. Z Propozycji 3.3.2.4 wiemy, ze ma
doktadnie jedno rozwiazanie, wiec Z; = Wj. Dzigki (3.5.6) mamy Z; = W; dla
Jj =3,...,n. Ostatecznie, Zy = W5 wynika z dowolnego z réwnan (3.5.4), (3.5.5).

Niech G := U~ Y(D), D := U, G := U~ (U), & := U~'. Mamy

U;(¢,0,...,0) = f;(Q), j=1,...,n,
skad

9(¢) == ®(f(¢)) = (¢,0,...,0), (e,
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Wyrazami macierzy ¥'(g(()) sa
8\1’1 8\1/1 ' 8\1’1

SO = (O, R0 = RO, 76 =m0, 33
(3.5.8)
S0 = 5O, GO = RO, ) = —mOFO. 533
(3.5.9)
G760 = O GG =0 TP =, k>3
(3.5.10)

gdzie 5;“ jest delta Kroneckera. Dlatego

\P/(Q(C))Tf(C) = (1707""0)7 CGE

Wezmy pod uwage funkcje r definiujaca D. Wtedy ro VW jest funkcjg definiujaca
G. Wobec tego,

ve(9(0)) = (roW)(g(¢)) _ ¥(g(q) Vr{f(Q)
Ve WO [(g(0) r(f(0))
NTG T (¢ \V4
_ (Q(O)Tgi,(g)l r(f(¢)] —g(0), CeT
W (9(0)) L&Ivr(£(Q))l
Pozostato udowodni¢ ostatni warunek. Mamy pokazac, ze
" 9% (ro \I/) " 9%(ro W)
]Z_l e (4(0) X X > 3 i, W)X, (35.11)
dla ( € T, X € (C"), takich, ze
oV
3 A ()%, =,
tj. X7 = 0. Mamy
" 9*(ro W) - v or oV, ov, —
3 G, WOXX= 5 = () G, 0 g GO, Ko
- s;1 8zsazt (Y,
gdzie

Y = W(g(C))X £0.
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ZauwaZmy, ze

& Or oV, & 9(roV) B
Z azs o= 3 5, (O 5 0% =3 =5 = (9(e) X =0
Wobec tego,
stzl stazt OYYe > stzl azsﬁzt SRGAE
Aby zakonczy¢ dowdd, liczymy
0?(ro \I/
X; X
]kzl 8zjé?zk 9(Q) XX
n o, oV, - O v,
“| 3 GO O G 00Xt S S GOX X
Iy o+ 3 5 o)y 2 g x,x,
s,t= 16236275 G k=2 s= 1823 82]82k J
oraz
0?2,
= k22, s> 1,
D) =0, jh>2 551
co daje (3.5.11). O

Lemat 3.5.1.2. Niech D C C" bedzie obszarem ograniczonym, a f : D — D
(stabym) odwzorowaniem stacjonarnym takim, Ze 0D jest R-analityczny w oto-
czeniu f(T). Zatézmy, ze U jest otoczeniem f(D), odwzorowanie © : U — C"
biholomorfizmem na obraz i zbior D N U jest spdjny. Wtedy © o f jest (stabym)
odwzorowaniem stacjonarnym w G == (D NU).

W szczegolnosci, jezeli Uy, Us sq otoczeniami domkniec obszarow Dy, Dy z brze-
gami R-analitycznymi, a © : Uy — Uy biholomorfizmem takim, ze ©(D;) = Do,
to © przeksztalca (stabe) odwzorowania stacjonarne w Dy w (stabe) odwzorowania
stacjonarne w Dsy.

DowOD. Jest oczywiste, ze pierwsze dwa warunki z definicji (stabego) odwzo-
rowania stacjonarnego sa zachowane przez ©. Aby pokazaé trzeci, postepujemy
podobnie jak w réwnaniach (3.5.1), (3.5.2), (3.5.3). Niech f : D — D bedzie (sta-
bym) odwzorowaniem stacjonarnym. Kandydatami na odwzorowania w warunku

(¢) (odp. (¢')) Definicji 3.1.17 dla © o f w obszarze G sa

(&0 ) Vro |

ro )1 Ty
(CRY i o
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Faktycznie, dla ( € T zachodzi

R = CIf )
va(OU ) = 5o 6RO

(O YR
[(©(F(O)~H)TVr(f(C)]
Stad
(O (F () Vr(f O —ar7mm
O CHG)] ~
= (p(O)(O'(F(O)) ™) vn(F(Q) = (©'(F(O)™)TF(Q)

O

3.5.2. Sytuacja (f). Rozwazmy nastepujaca sytuacje, oznaczona (1) (z da-
nymi Dy i Up):
e g jest ograniczonym obszarem w C", n > 2,
[ ] foiﬁSCH (C,O,,O) GEQ,
[ J f()(]D)> C Do,
[ J fO(T) C 6D0,
b VDo(fO(C)) = (Cvow s a0)7 g € r]rv
e fo(C) jest punktem silnej liniowej wypuktosci Dy, ¢ € T,
e 0Dy jest R-analityczny w otoczeniu Uy zbioru fo(T) z funkcja ro,
e |Vrg| =1 na fo(T) (w szczegdlnosei, ro.(fo(¢)) = ({/2,0,...,0), ¢ € T).
Skoro 7y jest R-analityczne na Uy C R?", rozszerza sic w naturalny sposéb
do funkcji holomorficznej w otoczeniu US € C?" zbioru Uy. Bez straty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze ry jest ograniczone na UF. Kladziemy

Xo = Xo(Up, US) := {r € O(Uy) : r(Uy) C R i r jest ograniczone},

cO Wyposazone w norme supremum jest rzeczywistg przestrzeniag Banacha.

L. Lempert rozwazat przypadek, gdy Uy jest otoczeniem brzegu ograniczonego
obszaru Dy z brzegiem R-analitycznym. My dostaniemy ogolniejsze wyniki, dzieki
ktorym udowodnimy lokalizacje.

3.5.3. Ogodlne lematy. Zachowujemy notacje z Podsekcji 3.5.2 i zaktadamy
sytuacje (7).

Wprowadzimy dodatkowe obiekty, ktorymi bedziemy sie zajmowac i pokazemy
ogblniejsze lematy (ich ogdlno$¢ przyda sie w nastepnej sekeji).

Rozwazmy przestrzenn Sobolewa W22(T) = W2(T,C™) odwzorowan f : T —
C™, ktoérych pierwsze dwie pochodne w sensie dystrybucyjnym sa w L?(T). Norma
W22 jest oznaczana || - ||y . Podstawowe wlasnosci W2?(T) opisano w Dodatku.

Pot6zmy

B :={f € W**(T,C") : f rozszerza si¢ holomorficznie na D i f(0) = 0},
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By:={f € B: f(T) C Up}, B*:={f:feB},
Q:={g e W**(T,C) : q(T) CR}, Qo:={q€Q:q(1)=0}.
Jest jasne, ze B, B*, Q) i )y wyposazone w norme || - || sa rzeczywistymi

przestrzeniami Banacha, natomiast By jest otoczeniem fy. Odtad utozsamiamy
f € B z jego jedynym holomorficznym rozszerzeniem na D.

Definiujemy rzutowanie

oo -1
T WHPT,C") 2 f= Y a’— > a* € B,
k=—o00 k=—o00

Zauwazmy, ze f € W22(T, C") rozszerza si¢ holomorficznie na D wtedy i tylko wte-
dy, gdy 7(f) = 0 (i w tej sytuacji rozszerzenie jest klasy C'/2 na T). Rzeczywiscie,
wystarczy stwierdzié, ze g(¢) = Sp1 . axC*, ¢ € T, rozszerza sie holomorficznie
na D wtedy i tylko wtedy, gdy a, = 0 dla k < 0. Wynika to z faktu, ze odwzoro-
wanie T 3 ¢ — ¢(¢) € C" rozszerza si¢ holomorficznie na D.

Wezmy pod uwage odwzorowanie = : Xg X C" X By X Qg xR — @ x B* x C"
okreslone wzorem

E(rv, f,0,A) = (ro f,w(C(1 4+ g)(rz 0 f)), f/(0) = Mv),

gdzie ( jest traktowane jako funkcja identycznosciowa na T.

Lemat 3.5.3.1. Istnieje otoczenie Vi punktu (o, f5(0)) w Xo x C" i odwzorowanie
R-analityczne T : Vo — By X Qo X R takie, Ze dla kaZdego (r,v) € Vi zachodzi
=E(r,v,Y(r,v)) = 0.

Definiujemy tez = : Xy x C" x By X Qg X (0,1) — @ x B* x C™ jako
=(rw, f.q.€) = (ro f,m(C(1+ )0 ), f(€) —w).

Analogicznie mamy

Lemat 3.5.3.2. Niech & € (0,1). Wtedy istnieje otoczenie Wo punktu (ro, fo(&o))
w Xo x Do i odwzorowanie R-analityczne T : Wy — By x Qg X (0,1) takie, ze dla
dowolnego (r,w) € Wy mamy Z(r,w, T (r,w)) = 0.

DowOD LEMATOW 3.5.3.1 1 3.5.3.2. Udowodnimy pierwszy lemat, a nastep-
nie stwierdzimy, ze dowod drugiego sprowadza sie do poprzedniego dowodu.

Twierdzimy, ze = jest R-analityczne. Jedynym problemem jest pokazanie, ze
odwzorowanie

T:XoxBya(r,f)—rofe@

jest R-analityczne (wyniklaby stad R-analitycznos¢ odwzorowania Xy X By 2
(r, f) — 1,0 f € W2*(T,C")).

Ustalmy r € Xy, f € By i dobierzmy ¢ > 0 taki, ze P,(f(¢),e) C U,
¢ € T. Wtedy dowolna funkcja 7 € X; jest holomorficzna w US, wiee rozwija
sie w holomorficzny szereg potegowy zbiezny w P, (f((),€). Nie tracac ogblnosci
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mozna zaltozy¢, ze P,(f((),e) C Uy, ¢ € T. To daje rozwiniecie funkcji 77 w kazdym
punkcie f(¢), ¢ € T, w szereg
1 ool

=
aengn ox

zbiezny do 7(f({) + ), o ile x = (21,...,22,) € P,(0,¢). Stad

1 [olly 1 [0l
T h) = — h* — he 3.5.12
a€eNg a€eNG
punktowo dla ¢ € Xy i h € W2%(T,C") takich, ze ||h]|r < e.
Potézmy P := Ucer Pon(f(€),€). Niech 7 € Xj bedzie réwne r albo o, gdzie
0 lezy w otoczeniu 0 w Xj. Z nieréwnosci Cauchy’ego mamy

(€))a"

olelF o!||7
T. 3.5.13
Oz gled ¢€ ( )
Wobec tego,
Hala? H o!||7|| p
o © S M
Ox - €

dla pewnego C; > 0.
Znajdziemy Cy > 0 takie, ze
o al+1 aq Q2n
lgh*llw < CE ™ lgllw [R5 - [[hanllii
dla g € W2*(T,C), h € W?*(T,C"), a € N2 (zob. Dodatek). Uzywajac powyz-

szych nieréwnosci wnosimy, ze
1 (o7
il o f|h"
al \ Oz

>
aGN(Q)"
jest zbiezny, gdy h jest mate w normie || - ||y . Zatem szereg (3.5.12) jest bezwzgled-
nie zbiezny w || - ||y, skad T jest R-analityczne.
Aby pokazaé istnienie V i T skorzystamy z twierdzenia o funkcji uwiktanej.
Precyzyjnie moéwiac, pokazemy, ze pochodna czastkowa

E(r.a0) (10, £6(0), f0,0,1) : B x Qg x R — Q x B* x C”
jest izomorfizmem. Dla (f, ¢, \) € B x Qo x R mamy

d

E(f,q,)\)(r(h f(/](0)7 f07 07 1)(f7 (77 3‘) - %E(To, f(;(O)a fO + tf7 tEL 1+ tX)

- ((TOZOfO)f_'_(TOEOfO)f) 7T(CEJVTOZofO—i_C<TOzzofO)f~_|—C(rOonfO)f)7 f/<0)_5‘f6(0))7
gdzie traktujemy rg,, roz jako wektory poziome, f , ? jako wektory pionowe, a rq,, =

] e = a2
020z | j =y’ ' 972 020z | j =1

w

t=0

jako macierze n x n.
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Na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej, wystarczy dowie$¢, ze odwzorowanie
Er.an (10, £6(0), f0,0,1) jest bijekcja, tzn. dla kazdego (n,¢,v) € @ x B* x C"
istnieje doktadnie jedno (f,q, A\) € B x Qo X R spelniajace

(ro= 0 fo)f + (roz o fo) f =, (3.5.14)
m(¢qro= o fo + C~(T022 o fo)f‘i‘ ((rozz 0 fo)?) = o, (3.5.15)
£1(0) = Afo(0) = v. (3.5.16)

Po pierwsze, pokazemy, ze M ﬁ sg jednoznacznie wyznaczone. Zauwazmy, ze
dzieki zatozeniom, (3.5.14) przeksztalca sie na

SR+ yCh=n
czyli
Re(fi/¢) = 1. (35.17)
Réwnanie (3.5.17) wyznacza f,/¢ € W?*(T,C) N O(D) N C(D) z doktadnoscia
do urojonej statej addytywnej, co mozna przeliczy¢ uzywajac (3.5.16). Faktycznie,
n = Re G na T dla pewnej funkcji G € W2%(T,C)NO(D)NC(D). Aby to zobaczy¢,
rozwijamy n(¢) = X2 axC*, ¢ € T. Z réwnosci n(¢) = n(¢), ¢ € T, otrzymujemy

o0 o0 o0

o oah= Y @ =Y a.lt, (e, (3.5.18)

k=—o00 k=—o0 k=—o00

wiec a_p = ag, k € Z. Dalej,

n(¢) = ag + i 2Re(a,C") = Re (ao +2 ia,@’“) , CeT.

k=1 k=1
Ktadziemy

G(C) == aop +2§:akﬁk, ¢ eD.
k=1

Szereg jest zbiezny dla ¢ € D, a stad G € O(D). Ponadto, G rozszerza sie na D (do
funkcji oznaczanej tg samg litera) i lezy w W2%(T,C). Mamy = Re G na T.

Poszukujemy C' € R takiego, ze funkcje fi := ((G + iC) oraz 6 := Im(f,/¢)
spetniajg N

1(0) +6(0) = f1(0),
n(0) 4+ i0(0) — ARe £, (0) — iXIm f1,(0) = Rewvy + i Imwvy.
Stad
n(0) — ARe f5,(0) = Rewy,

CO Wyznacza A a nastepnie 6(0), w konsekwencji C. Majac X i ponownie korzystajac
z (3.5.16), znajdujemy jednoznacznie wyznaczone f4(0), ..., f*(0).

Wobec tego, rownania (3.5.14) i (3.5.16) zachodza dla jednoznacznie wyzna-

czonych fi, A oraz f3(0),..., f1(0).
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Rozwazmy (3.5.15), co jest ukladem n réwnan z niewiadomymi g, f;, ey fn
Zauwazmy, ze ¢ pojawia sie tylko w pierwszym z réwnan, natomiast pozostate
znaczg doktadnie, ze odwzorowanie

((rgzo fo)f‘i‘ ((ryzgo fo)f— (0 (3.5.19)
rozszerza sie holomorficznie na D, gdzie Z := (22,...,2,), 2 € C", a odwzorowa-

nie ¢p € W??(T,C" ') mozna dosta¢ z ¢ i fi. Rzeczywiscie, napiszmy (3.5.15)
W postaci
W(Fl_‘_CFQ—i_CFS) = (gpla--wgpn)a

gdzie

Fy = (Aj)jo,  Aj= Z(TOZJ‘% © fO)fk’

Fy:=(B))j-1, Bj:= Zn:(TOZﬁk © fo)ﬁ-

Wynika stad, ze
¢+ CAL+(B1— ¢
oraz
CAj+CBj —v;, j=2,...,n,
maja sie rozszerza¢ holomorficznie na I, natomiast

¥ i= (3= Clross © fol i = C(rosyz, © fo) )

n

Jj=2

Potozmy

9(0) == F(O/C alQ) == Croez=(folQ)),  B(C) == ru=(fo(C).

Latwo zaobserwowaé, ze «(C) 1 3(¢) sa macierzami (n—1) x (n — 1) zalezacymi
R-analitycznie od ¢, natomiast g(¢) jest pionowym wektorem w C"~'. To pozwala
nam sprowadzi¢ (3.5.19) do nastepujacego problemu: mamy znalezé jedyne g €

W23(T,C" ') N O(D) NC(D) takie, ze

~

ag + (g — 1 rozszerza sie holomorficznie na D i g(0) = f7(0). (3.5.20)

Fakt, ze fo(() jest punktem silnej liniowej wypuktosci Dy, moze byé¢ przeformuto-
wany jako
XTa(O)X| < XTB(0)X, CeT, X e (C,. (3.5.21)
Zauwazmy, ze 3(() jest samosprzezone i silnie dodatnie, wiec z Propozycji 4.6.3
dostajemy odwzorowanie H € O(D, C~1V*(=1) takie, ze det H # 0 na D oraz
HH* = 3 na T. Wobec tego, (3.5.20) jest réwnowazne wlasnosci

H 'ag + H*G — H "1 rozszerza sie holomorficznie na I (3.5.22)
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lub, jesli oznaczymy h:= H'g, v := H 'a(HT)™,
vh 4+ h — H™ Y4 rozszerza sie holomorficznie na ID. (3.5.23)

Oszacujemy norme operatorowa macierzy symetrycznej (¢). Z (3.5.21) mamy
dla ¢ € T i jednostkowego wektora X € C~!

[ XTy(OX| = [XTH(O) ™ a(O(H () X]
< XTH(Q) QO HQT X
= XTH(OTH(QH) (H()T) X
~XP -1,
skad wynika, ze |XTv({)X| < 1 — & dla pewnego & > 0 niezaleznego od ¢ i X. Na
mocy Propozycji 4.6.5 (Dodatek) otrzymujemy
v OIl<1-¢ (€T (3.5.24)

Mamy udowodnié¢, Ze istnieje jedyne h € W22(T,C* 1) N O(D) NC(D) spetnia-
jace (3.5.23) takie, ze h(0) = a z danym a € C"~!. Definiujemy operator

[e') —1
P:W**T,C* ") 3 Y a"+— > ap¢k € W**(T,C"),

k=—o00 k=—o00

gdzie a, € C" 1, k € Z. Pokazemy, ze h € W**(T,C" ') N O(D) N C(D) spekia
(3.5.23) i h(0) = a wtedy i tylko wtedy, gdy jest punktem stalym odwzorowania

K : W*2(T,C"™) 5 h— P(H " — yh) + a € W2X(T,C").

Rozwinmy

h= fj axC" + h(0),
k=1

h= fj " + h(0),
k=1

h) = fj axC® = h — h(0).

k=1

Ponadto, K(-)(0

) = a. Wobec tego, warunek (3.5.23) i h(0) = a jest rbwnowazny
kolejno Warunkom

K(h)(0) = h(0), P(yh+h—H ") =0;

K(h)(0) = h(0), P(H™" —~h) = P(R) = h— h(0);
K(h)(O) = 1(0), K(h)=h— h(0) + K(h)(0);
K(h) =
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Skorzystamy z twierdzenia Banacha o punkcie statym. Aby to uczynié, rozwaz-
my przestrzen W22(T,C"!) wyposazong w norme

Alle = lIAll +ellPl|z + %Az,

gdziee > 01|z jest norma L? (jest to rzeczywista przestrzen Banacha). Dowie-
dziemy, ze K jest kontrakcja wzgledem || - || dla malych € > 0. Faktycznie, mamy
dla dowolnych hy, hy € W2(T,C" 1) (dzigki (3.5.24))

[ K (h1) — K (ho)|lz = | P(v(he — b))z < [|7v(he — i)l < (1 = &€)||he — Pz,
(3.5.25)
K (h1)' — K (h2)' |l = [[P(7vhe)" — P(vh1)'||L
< l(vhe)' = ()|l = 117/ (ha — ha) +y(hy — BY) ]Iz,
(3.5.26)

15 (h1)" = K (h2)"[|L < [[7"(he = B[z + 2[17(hg = R + [[v(RY = h3)[ L.
(3.5.27)

Uzywajac skoniczonosci ||7||, [|[7”] i sktadajac razem (3.5.25), (3.5.26), (3.5.27),
dostajemy zadana kontraktywnosc.

Znalezlidmy f i A speliajace (3.5.14) i (3.5.16). Zachodzi tez n — 1 ostatnich
réwnan z (3.5.15). Pozostalo do pokazania, ze istnieje doktadnie jedno ¢ € Q)
takie, ze ¢ + CAy + (By — ¢ rozszerza sie holomorficznie na D.

Poréwnujac wspotezynniki, widzimy, ze jezeli

-1

T(CAL + (B — 1) = Z ar”,

k=—o00
to ¢ musi by¢ rowne

—1 %)
= > @t =Y bt
k=0

k=—o00

zby:=a_pdlak>11iby € R jednoznacznie wyznaczonym przez ¢(1) = 0.

Pokazemy teraz, ze drugi lemat wynika z dowodu pierwszego. Poniewaz = jest
R-analityczne, wystarczy dowiesé, ze pochodna

E(fyq’f)(r(%f0(€0)7f0a07§0) : B x QO XR— Q x B* x C"

jest odwracalna. Dla (f,q,€) € B x Qo x R dostajemy

_ 4~ _ B
Z (1,06 (10, fo(60); f0,0,&)(f,7,&) = %E(Toyfo(éo)afo+tfat§>fo+tf)

= ((ro-0fo) F+(roz0fo) F, m(C@ro-0 fo+ € (10220 fo) F+C (rozz0 f0) F), F(€0)+ES5(&0))-

t=0



3.5. OTWARTOSC ZBIORU E-ODWZOROWAN W KLASIE C¥ 81

Mamy udowodni¢, ze dla kazdego (1, ¢, w) € @ x B* x C" istnieje dokladnie jedno
(fv(jaf) S B x QO x R takie, 7e

(ro: © fo).f + (roz 0 fo) f =, (3.5.28)
7(CGros o fo + C(ro=2 © fo) f + C(rosz 0 fo) ) = ¢, (3.5.29)
f(&o) + & £5(&) = w. (3.5.30)
Réwnanie (3.5.28) to tak jak wezesniej
Re(f1/¢) = n. (3.5.31)

Wyznacza ono fi/¢ € W2(T,C) N O(D) N C(D) z doktadnoscia do urojonej
statej addytywnej, co mozna obliczy¢ uzywajac (3.5.30). Istnieje bowiem G €
W23(T,C) N O(D) N C(D) takie, ze n = ReG na T. Szukamy C € R takiego, ze
funkcje f := ((G+iC)i0:= Im(ﬁ/g) spelniaja

Eon(&) + i&0(&) = f1(&),

&o(n(&o) +i6(&)) + ERe foy (&) + i€ Tm foy(€0) = Rewy + i Imw,.
Sprowadza sie to do réwnania

&m(&o) + € Re f, (&) = Rew,
ktére wyznacza €, 0(&) i C. Majac € 1 znéw uzywajac (3.5.30), znajdujemy jedno-

znacznie wyznaczone fo(&p), ..., fn(&o)-
Zatem réwnania (3.5.28) i (3.5.30) sa spelnione przez jednoznacznie wyznaczo-

ne fl? EOI'&Z ]?2<€0)7 .- 7]?71(50)

W pozostalej czgéci dowodu zmieniamy drugi warunek w (3.5.20) na

9(&) = f(&)/&o-
Mamy dowie$¢, ze istnieje jedyne h € W2(T,C" 1) N O(D) N C(D) spekniajace
(3.5.23), takie, ze h(&) = a dla danego a € C"'. Niech 7 € AutD spelnia
7(0) = &), a odwzorowania P i K beda jak wcze$niej. Wowcezas odwzorowanie
h € W*2(T,C* )N O(D)NC(D) spetia (3.5.23) i h(&) = a wtedy i tylko wtedy,
gdy hor € W22(T,C"1)NnO(D)NC(D) spetia (3.5.23) i (ho7)(0) = a. Wiemy juz,
ze istnieje dokladnie jedno h € W22(T,C" 1) N O(D) N C(D) spelniajace (3.5.23)
i h(0) = a. Ktadac h := h o 7!, otrzymujemy teze. O

3.5.4. Topologia w zbiorze obszaréw. Wprowadzamy pojecie obszaru be-
dacego blisko pewnego innego obszaru. Niech Dy C C" bedzie ograniczonym ob-
szarem z brzegiem R-analitycznym. Wéwczas znajdzie sie otoczenie Uy zbioru 0D,
i funkcja R-analityczna rg : Uy — R definiujaca Dj.

Definicja 3.5.4.1. Méwimy, ze obszary D daza do Dy, jezeli mozna wybraé ich
funkcje definiujace r tak, ze funkcje r zbiegaja do ro w Xj.
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Uwaga 3.5.4.2. Jesli » € X jest blisko ry wzgledem topologii w X, to zbior
{z € Uy : r(z) = 0} jest zwartg hiperpowierzchnig R-analityczna, ktéra wyznacza
obszar ograniczony. Oznaczamy go D".

Ponadto, gdy D™ jest ograniczonym obszarem silnie liniowo wypuktym, to
D7 tez taki jest, o ile r jest blisko rg.

3.5.5. Gloéwne wyniki tej sekcji. Potrzebujemy jeszcze dwoch lematow.

Lemat 3.5.5.1. Niech D" bedzie obszarem silnie lintowo wypuktym, ograniczonym
przez R-analityczng hiperpowierzchnie {z € Uy : r(z) = 0}. Ustalmy & € (0,1)
iw € (C"),. Wowczas odwzorowanie f € By spelnia warunki

f jest stabym odwzorowaniem stacjonarnym w D", f(0) =0, f(§) =w
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje q € Qo takie, ze ¢ > —1 1 E(r,w, frq,€) =0.
Lemat 3.5.5.2. Niech D" bedzie obszarem silnie liniowo wypuktym, ograniczonym

przez R-analityczng hiperpowierzchnie {z € Uy : r(z) = 0}. Ustalmy v € (C"),
1 A > 0. Wowczas odwzorowanie f € By spetnia warunki

I jest stabym odwzorowaniem stacjonarnym w D", f(0) =0, f'(0) = \v
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje q € Qo takie, ze ¢ > —1 1 =(r,v, f,q, ) = 0.

Dow6D LEMATOW 3.5.5.1 1 3.5.5.2. Z réwnania Z(r,w, f,¢,€) = 0 (odp.
=(r,v, f,q,\) = 0) wnosimy, ze ro f =0 na T, f(§) = w (odp. f'(0) = \v) oraz
7(C(1 4 q)(r, o f)) = 0. Pierwsza réwnos¢ daje f(T) C dD". Z trzeciej wynika, ze
warunek (¢’) Definicji 3.1.17 jest spelniony z p := (14 ¢q)|r. o f].

Twierdzimy, ze zbiér D" jest wielomianowo wypukty. Oznacza to, ze D™ = D",
gdzie

K = {z € C": |P(2)| < ||P|lx dla kazdego wielomianu P € C[z]}

jest otoczkq wielomianowq zbioru zwartego K C CF. Istotnie, z liniowej wypuktoéci
i gtadkosci obszaru D" wynika, ze jest on C-wypukly [APS04, Corollary 2.5.6],
tzn. przecigcia D" z prostymi zespolonymi sg spojne i jednospojne. Wobec tego,
jego domkniecie réwniez jest C-wypukte. Wynika stad wielomianowa wypuktosé
zbioru D" [APS04, Proposition 2.1.9, Theorem 2.3.9, por. s. 78].

W szczegdlnosei,

f(@) c f(T) c D" =Dr.

Skoro D" jest silnie pseudowypukty, zbiér 0 D" nie zawiera niestatych dyskow ana-
litycznych. W konsekwencji, f(ID) C D".
Przeciwna implikacja jest jasna. 0

Mozemy teraz sformulowac i udowodni¢ zapowiedziane rezultaty.
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Propozycja 3.5.5.3. Niech Dy C C", n > 2, bedzie ograniczonym obszarem sil-
nie liniowo wypuktym z brzegiem R-analitycznym, a fo jego E-odwzorowaniem.
Ustalmy & € (0,1). Wéwczas istnieje otoczenie Wy punktu (ro, fo(&)) w Xo X Dg
1 odwzorowanie R-analityczne

AWy — CYV2[D), Q:Wy— (0,1)

takie, ze
A(Tm fo(fO)) = Jo, Q(T()a fo(ﬁo)) = &o

oraz dla dowolnego punktu (r,w) € Wy, odwzorowanie f = A(r,w) : D — D"
jest E-odwzorowaniem spetniajgcym

F(0) = fo(0),  f(r,w)) = w.

Propozycja 3.5.5.4. Niech Dy C C", n > 2, bedzie ograniczonym obszarem sil-
nie lintowo wypuktym z brzegiem R-analitycznym, a fo jego E-odwzorowaniem.
Wowczas istnieje otoczenie Vo punktu (rq, f5(0)) w Xo x C™ i odwzorowanie R-
analityczne

Vo — cl/? (ﬁ)
takie, ze

F(T(D f(l)<0>) = fO
oraz dla dowolnego punktu (r,v) € Vi, odwzorowanie f :=T'(r,v) : D — D" jest
E-odwzorowaniem spetniajgcym

1(0) = fo(0), f(0) = \v dla pewnego A > 0.

DowOD Propozycat 3.5.5.3 1 3.5.5.4. Propozycja 3.5.1.1 dostarcza odwzo-
rowanie gg = ® o fy i obszar Gy = ®(Dy) stanowigce dane dla sytuacji ()
(0Dy C Up). Funkcja g := 19 0 @1 jest definiujaca dla Gy.

Korzystajac z Lematow 3.5.3.1 1 3.5.3.2, dostajemy otoczenia Vp, Wy punktow
(00, 94(0)), (00, 90(&0)) odpowiednio oraz odwzorowania R-analityczne T, T takie,
ze Z(0,v, T(0,v)) = 0 na Vy i =(o,w, Y(o,w)) = 0 na Wy. Definiujemy

A=npoY, Q:=mgoT, f::WBOT,

gdzie
T BXQoXxR— B, mp:BXxXQyxR—R

sg rzutowaniami.

Gdy o jest blisko gy, hiperpowierzchnia {o¢ = 0} ogranicza obszar silnie linio-
wo wypukly z brzegiem R-analitycznym. Ponadto, /A\(Q, w) i f(g,v) sa stabymi
odwzorowaniami stacjonarnymi w G¢ (Lematy 3.5.5.1 i 3.5.5.2).

Sktadajac A(o,w) i [(p,v) z !, a nastepnie korzystajac z Lematu 3.5.1.2,
dostajemy stabe odwzorowania stacjonarne w D", gdzie r := p o ®. Aby pokazac,
ze sa one F-odwzorowaniami, rozumujemy nastepujaco. Jesli D" jest dostatecznie
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blisko Dq (co zalezy od tego, jak blisko sa o i gg), to D" jest ograniczonym obszarem
silnie liniowo wypuktym z brzegiem R-analitycznym, wiec z Propozycji 3.2.1

A(r,w) :==d Lo Ao, w), T(rv):=d ol (p0)

sa odwzorowaniami stacjonarnymi. Sa one blisko fy, gdy r jest blisko ry. Zatem
ich liczby nawinie¢ sa réwne. Dlatego A(r, w) i I'(r,v) speliaja warunek (d) Defi-
nicji 3.1.18, tzn. sa E-odwzorowaniami. U

3.6. Lokalizacja

Propozycja 3.6.1. Niech D C C", n > 2, bedzie obszarem. Zatozmy, ze a € 0D
jest takie, ze 0D jest R-analityczny i silnie wypukly w otoczeniu a. Wowczas dla
kazdego dostatecznie matego otoczenia Vo punktu a istnieje stabe odwzorowanie
stacjonarne f : 1D — D NV, takie, ze f(T) C OD.

W szczegolnosci, f jest stabym odwzorowaniem stacjonarnym w D.

DowOD. Niech r bedzie R-analityczng funkcjg definiujaca D w otoczeniu a.
Problem, ktoérym si¢ zajmujemy ma charakter lokalny, wigc zastepujac r przez
roW, gdzie ¥ jest biholomorfizmemy blisko a, mozem przyjaé, ze a = (0,...,0,1),

natomiast funkcja definiujaca D w otoczeniu a jest r(z) = —1 + |z|> + h(z — a),
gdzie h jest R-analityczne w otoczeniu 0 oraz h(z) = O(|z]), 2 — 0 (por. [Rud08,
5. 321]).

Nasladujac [Lem81], rozwazmy odwzorowania

/ n+t
Ai(z) = ((1 - t2)1/21 —I—th , lz+ . > . oz=(¢,2,) €C" I xD, te(0,1),

ktore zawezone do B,, sa automorfizmami. Niech

Bl (Az2), te(0,1),
ri(z) == )
-1+ |z]%, t=1.

Jest jasne, ze f1)(¢) = (¢,0,...,0), ¢ € D, jest odwzorowaniem stacjonarnym
w B,,. Chcemy mie¢ sytuacje (), co pozwoli nam uzy¢ Lematu 3.5.3.1 (lub Le-
matu 3.5.3.2). Zauwazmy, ze r; nie zbiega do ry, gdy ¢ — 1. Jednakze, r, — r;
w Xo(Uo, Uy), gdzie

Uy CH:={2€C":Rez, >—1/2}

jest otoczeniem f(1)(T), a U jest male (pamietamy, ze h(z) = O(|z[*)).
Dla t bliskich 1, znajdziemy odwzorowania stacjonarne f) w obszarach

Dy:={z€ H:r(z) <0}

takie, ze fi) — fa) w normie W*? (wigc tez w normie supremum). Rzeczywiscie,
z Lematu 3.5.3.1 wynika, ze mozemy polozy¢ f) := mp o Y(r, f(’l)(O)). Argumen-
tacja uzyta w dowodzie Lematow 3.5.5.11 3.5.5.2 pokazuje, ze f(;) spetnia warunki
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(a’), (b'), (¢’) Definicji 3.1.17. Poniewaz niestata funkcja r o A, o f;) jest subharmo-
niczna w D, ciggla na D oraz r o 4; o f;) = 0 na T, mamy f; (D) C D;. Dowodzi
to zadanej wtasnosci.
W szczegdlnodci,
f(t) (D) C 2B, NH,
o ile t jest blisko 1. Odwzorowania A; maja wtasnos¢
A(2B,NH) —{a}, t—1,

w sensie odlegtosci Hausdorffa.

Wobec tego, na mocy Lematu 3.5.1.2, odwzorowania g := A; o f(;) sg stacjo-
narne w D dla ¢ bliskich 1. Poniewaz g(;) odwzorowuje D w dowolnie male otoczenie
a, dostajemy teze. 0

3.7. Dowody Twierdzen 3.1.13 i 3.1.20

3.7.1. Przypadek R-analityczny. Niech (2 C R™ bedzie obszarem gwiaz-
dzistym wzgledem 0, tzn. takim, ze

tr e, oilex e, 0<t<1.
Definiujemy funkcje Minkowskiego obszaru ) wzorem
po(x) =inf{t >0: 2/t € Q}, zeR™
Wowczas
Q={z e R": pg(x) <1},
0N ={x e R™: ug(z) = 1},
po(te) =tpa(x), ze€R™, t>0.
Jesli Q jest dodatkowo ograniczony, to
pa(z) >0, x#0.
Lemat 3.7.1.1. Niech 2 C R™, m > 2, bedzie ograniczonym obszarem silnie
wypuktym z brzegiem R-analitycznym, zawierajgcym 0. Wiedy
(a) po — 1 jest R-analityczng poza 0, funkcjq definiujgcq Q.
(b) p —1 jest R-analityczng poza 0, silnie wypuklq poza 0, funkcjq definiujgcq €.
DowoD. Kladziemy
q(z,t) :=r(z/t), (x,t)€ Uyx Uy,

gdzie r jest R-analityczng funkcja definiujaca €2 oraz Uy C R™, U; C R sa dosta-
tecznie matymi otoczeniami 0€2 i 1. Mamy

dq 1 x
at(x,t)——<Vr<t),x>, (x,t) € Uy x Uj.
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Stad
Jq

a(gg,,uﬂ(gg)) = g;](x, 1) = —(Vr(x),z) #0, z €09,

co wynika z faktu, ze wektor —x zaczepiony w punkcie x jest wewnatrz €2; w szcze-
gblnodci, nie jest prostopadty do wektora normalnego w z. Z twierdzenia o funkcji
uwiktanej dla réwnania ¢ = 0, funkcja pg jest R-analityczna w otoczeniu Vj zbioru
09). By zobaczyé, ze uq jest R-analityczna poza 0, ustalmy xg € (R™),. Wtedy

7bidr
x
Wg::{xERm: GVQ}
pa(ro)

jest otwarty i zawiera xy. Skoro

pa(zo)

o) = ozl ( )  zews

funkcja ug jest R-analityczna na Wj.
Mozemy wiec wzia¢ d/dt w réwnaniu

po(tr) =tug(z), x#0, t>0,
by otrzymaé
(Vua(z),x) = palx), = #0,

skad Vg # 0 w (R™),.
Dalej, V2 = 2uqV uq, wiec ud — 1 réwniez jest definiujaca dla Q. Aby dowiesé,
ze u = g jest silnie wypukla poza 0, pokazemy, ze

XTH,X >0, acoQ, Xc (R™),,
gdzie H, := Hu(z) dla x € (R™),. Biorac 0/0z; po obu stronach réwnosci

u(tr) = tPu(z), = #0, t>0,

otrzymujemy
Oy = 1 2% ), w20, 150 (3.7.1)
83:]- N aiL'j ’ ’ ’ o
a biorac d/dt
mo 9%u ou
tr)ry = —(x), x#0,t>0.
,;axjaxk( ok 8xj( ) 7
W szczegdlnosci,
T H,y = in: Ou (x)zry; = (Vu(z),y), =€ (R™),, yeR™.
o1 90z / e ’
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Niech a € 99. Skoro (Vug(a),a) = ua(a) = 1, widzimy, ze a ¢ To(a). Dowolny
wektor X € (R™), moze by¢ przedstawiony (jednoznacznie) jako ca + BY', gdzie
Y € To(a), a, 6 € R, (a, B) # (0,0). Wowcezas

XTH, X = o?a"Hea + 2aa”H,Y + B2YTH,Y
= a®(Vu(a), a) +206(Vu(a),Y) + °YTH,Y
= a®2pq(a)(Vpa(a),a) + BAYTH,Y = 2a* + B°YTH,Y.

Skoro € jest silnie wypukty, hesjan dowolnej funkcji definiujacej jest silnie dodatni

na przestrzeni stycznej, tzn. YTH,Y > 0, gdy Y € Tq(a),. Zatem XTH,X > 0.

Zauwazmy, ze nie moze by¢ XTH,X = 0, gdyz wtedy mielibyémy o = 0, w kon-

sekwencji 3 # 0 oraz YTH,Y = 0. Z drugiej strony, Y = X/3 # 0, sprzecznosé.
Biorac 0/0zy w (3.7.1) dostajemy

0*u (1) = 0*u (2)
Oz j0xy, ~ Ox0my

x#0,t>0,

skad wynika, ze
X", X = X" Hojpo@X >0, a,X € (R™)..
O

Lemat 3.7.1.2. Niech D C C", n > 2, bedzie ograniczonym obszarem silnie
liniowo wypuktym z brzegiem R-analitycznym. Wowczas dla dowolnych réznych
z,w € D (odp. dowolnych z € D, v € (C"),) istnieje E-odwzorowanie f : D — D
takie, ze f(0) = z, f(§) = w dla pewnego & € (0,1) (odp. f(0) =z, f(0) = Av dla
pewnego X > 0).

DowOD. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy D jest dodatkowo silnie wypu-
kty. Mozna przyja¢, ze 0 € D CC B,,. Rozwazmy zbiory

Dy :={x e C":tyh(x) + (L —t)ug (z) <1}, te][0,1].
Na podstawie Lematu 3.7.1.1, funkcje tu7, + (1 — t)ug, sa R-analityczne w (C"),

i silnie wypukte w (C"),. Ponadto, up, = \/t,uD (1 —t)ug , wiec Dy sa obszarami
silnie wypuklymi z brzegami R-analitycznymi, spetniajacymi zaleznosci

D:D1CCDt2CCDt1CCD0:Bn, 0<ty <ty <1

Dalej, gdy ¢, jest blisko to, to Dy, jest blisko D;, wzgledem topologii wprowadzone;j
w Sekcji 3.5. Cheemy pokazaé, ze D; sa w pewnej rodzinie D(c). Jedynie warunki
kuli wewnetrznej i zewnetrznej wymagaja sprawdzenia.

Istnieje 6 > 0 takie, ze 0B, CC D. Wiemy, ze V3, # 0 w (R*"),. Kladziemy

HMDt (z; X )

M= S“p{ Vi)l

€[0,1], z,y € 2B, \ 0B,, X € R*", \X]_l}.
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To liczba dodatnia, jako ze funkcje ,u%t sg silnie wypukle na (R?"),, a supremum
dodatniej funkcji cigglej jest wziete po zbiorze zwartym. Niech

o min 1 dist(0D, B,)
T oM’ 2 '

Dla ustalonych ¢ € [0,1] i a € 0D, potézmy a’' := a — rvp,(a). W szczegdlnosci,
B,(a',r) C 2B, \ 6B,. Definiujemy

Vi, (a ) _
h(z) := uh, (z) — Mﬂx —d|>=r?), ze2B,\B,.

Vb, (a)]

_ 2 _
Vh(l') - vﬂDt (l‘) ‘CL . CL/|

(QJ - a/)a
skad Vh(a) = 0. Co wigcej, dla | X| =1

2
r

< M|V, ()] - 2M[pd, (@) < 0.
Wynika stad, ze h < 1 na kazdym wypuktym zbiorze S takim, ze a € S C 2B, \0B,,.
Zat6zmy bowiem przeciwnie. Wtedy jest y € S takie, ze h(y) > 1. Polaczmy
punkty a,y odcinkiem i rozwazmy funkcje

g:[0,1] 5t h(ta+ (1 —t)y) € R.

Skoro a jest silnym maksimum lokalnym h, funkcja ¢g przyjmuje lokalne minimum
w pewnym ¢ € (0,1). Stad

0 < ¢"(to) = Hh(toa + (1 —to)y; a — y),

co jest niemozliwe.
Kladac S := B,(a/,r), otrzymujemy

Vb, (a)]

12 2
—dP—-r?) <1

ph,(r) <1+
dla z € B,(d',r), tzn. x € D;.
Dowd6d warunku kuli zewnetrznej jest podobny. Niech

. Hyp, (3 X) ™ 2
m:=inf{ —=——2:¢t€[0,1], z,y € (B,)., X € R |[X|=1}.
{ Vb, (y)]

Mamy m > 0. Faktycznie, jednorodnos¢ pup, pociaga za soba H,u%t(s:r; X) =
Hup, (x; X) i Vuh, (sx) = sVup, (z) dlax # 0, X € R*, s > 0. Zatem znajdziemy
dodatnie state C, Cs takie, ze C < Hud, (z; X) dlaz #0, X € R*", |X| =1 oraz
Vg, (y)] < Csy dlay € B,. W szcezegdlnosci, m > C /Cs.
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Niech R := 2/m. Dla ustalonych ¢ € [0,1] i a € 0D, kladziemy a” := a —
Rvp,(a). Zdefiniujmy

7 2 Vb, (a)|

h(z) == MDt(x) 2la — a”] (|x_a”’2_R2)’ z € By.

Mamy h(a) = 1 oraz

7 Vb, (a)]
Vh<£L'> = V,u%t(x) - ’CL _ G//| ( - a//)>
wiec Vh(a) = 0. Ponadto, dla z € (B,), i |X| =1

QI
R

Wobec tego, a jest silnym minimum lokalnym h.

Teraz, uzywajac wyzej wymienionych wtasnosci, wywnioskujemy, ze h>1na
B,,. Postepujemy podobnie jak wczeéniej: poszukujac sprzecznoéci przypusémy, ze
jest y € B, takie, ze h(y) < 1. Przesuwajac lekko y (w razie potrzeby) mozemy
zalozy¢, ze 0 nie lezy na odcinku taczacym a i y. Wtedy funkcja g(t) := E(ta +
(1—1t)y) osiaga lokalne maksimum w pewnym to € (0, 1). Warunek §”(ty) < 0 daje
sprzecznoéé z silna dodatnioécig hesjanu h.

Otrzymujemy

Hh(w; X) = Hyi, (2 X) > m|Vyib, (a)] — m/2/V i, (a)] > 0.

Vb, (a)]
2la — a”|

dla z € Dy, wiec D; C B, (a", R).

(o —a"P — ) < pib,(2) —1 <0,

Niech T bedzie zbiorem liczb ¢ € [0,1] takich, ze istnieje E-odwzorowanie
fi + D — D, spehiajace f;(0) = z, fi(&) = w dla pewnego & € (0,1) (odp.
f:(0) = 2, f/(0) = Mo dla pewnego \; > 0). Twierdzimy, ze T' = [0, 1]. Aby to
udododni¢, skorzystamy z argumentu otwarto-domknietosci.

Rzecz jasna, T # (), gdyz 0 € T. Dalej, T jest otwarty w [0, 1]. Faktycznie,
niech ty € T'. Z Propozycji 3.5.5.3 wynika, ze istnieje otoczenie Ty punktu ¢y takie,
ze znajdzie sie F-odwzorowanie f; : D — D, i & € (0,1) spekiajace f,(0) = z,
fi(&) =w dlat € Ty (odp. A\s > 0 takie, ze f;(0) =z, f/(0) = \v dla t € Tp).

Dla dowodu domknietoéci T', wybierzmy ciag {t,,} C T zbiezny do pewnego
t € ]0,1]. Checemy pokazaé, ze t € T'. Skoro f;  sa E-odwzorowaniami, sa geodezyj-
nymi. Korzystajac z zawieran D C D, C B, znajdujemy zbiér zwarty K C (0,1)
taki, ze {&,,} C K (odp. zbiér zwarty K C (0,00) taki, ze {\;, } C K). Z Propo-
zycji 3.4.713.4.9 odwzorowania f, i f, saréwnociggte w C'/2(D), a dzieki Propo-
zycjom 3.4.6 1 3.4.8, funkcje p;,, sa jednostajnie ograniczone z obu stron przez state
dodatnie i réwnociagte w C/2(T). Na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego znajdzie
sie podciag {sm} C {tm} i odwzorowania f,f € O(D) N CY3D), p € CY*(T)
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takie, ze f,, = f, fo, = fnaD, p,, = pna T oraz &, — & € (0,1) (odp.
As,, — A > 0).

Oczywiscie, f(D) C Dy, f(T) C 0D; i p > 0. Z silnej wypuklosci D; mamy
f(D) C Dy.

Warunki (¢) i (d) Definicji 3.1.17 i 3.1.18 wynikaja z jednostajnej zbieznosci
odpowiednich funkcji. Zatem, f jest stabym FE-odwzorowaniem w D;, w konse-
kwencji E-odwzorowaniem w D,, spelniajacym f(0) = z, f(§) = w (odp. f(0) = z,
1'(0) = Av dla pewnego A > 0).

Wracamy do wyjsciowej sytuacji, tzn. gdy D jest silnie liniowo wypukty. Wez-
my punkt n € 9D taki, ze maxcepp |2 — (| = |z — n|. Wtedy n jest punktem
silnej wypuktoéci D. Rzeczywiscie, dzigki twierdzeniu o funkcji uwiktanej, mozna
zatozy¢, ze w otoczeniu 7 funkcje definiujace D i B := B,(z, |z — n|) sa postaci
r(z) := 7(T) — T9, 1 q(x) := G(T) — 2o, odpowiednio, gdzie z = (T, Ts,) € R*"
jest blisko 1. Z zawierania D C B wynika, ze r — ¢ > 0 blisko n i (r — ¢)(n) = 0.
Dlatego H(r — q)(n) jest nieujemny na C". Skoro Hgq(n) jest silnie dodatni na
TE()« = T5(n)«, otrzymujemy, ze Hr(n) tez jest silnie dodatni na T5(n)..

7 ciagtosci istnieje wypukte otoczenie V punktu n takie, ze wszystkie elementy
0D NVj sa punktami silnej wypuklosci D. Z Propozycji 3.6.1 (po zmniejszeniu Vj,
jesli trzeba) wynika, ze istnieje stabe odwzorowanie stacjonarne g : D — D N Vj
takie, ze g(T) C 0D. W szczegdlnodci, g jest stabym odwzorowaniem stacjonarnym
w D. Skoro DNV jest wypukty, warunek liczby nawinie¢ jest spelniony na D NV
(i na D). W konsekwencji, g jest E-odwzorowaniem w D.

Jedli z = ¢(0), w = g(&) dla pewnego £ € D (odp. z = ¢(0), v = ¢’(0)), to nie
ma czego dowodzi¢. W innym przypadku rozwazmy krzywe « : [0,1] — D, [ :
[0,1] — D taczace ¢(0) i z, g(1/2) i w (odp. « : [0,1] — D, 5 :[0,1] — (C™),
taczace g(0) 1 z, ¢’(0) i v). Mozemy przyjaé, ze obrazy « i (3 sa roztaczne. Niech
T bedzie zbiorem tych ¢ € [0, 1], dla ktérych istnieje E-odwzorowanie g, : D — D
spetniajace g:(0) = a(t), (&) = A(t) dla pewnego & € (0,1) (odp. gu(0) = a(t),
g:(0) = \f(t) dla pewnego A\, > 0). Znowu T # 0, gdyz 0 € T. Korzystajac
podobnie jak wczesniej z rezultatéow Sekcji 3.4 (dla jednego obszaru), widzimy, ze
T jest wypukty.

Skoro funkcja £ jest symetryczna, z Propozycji 3.5.5.3 wynika, ze T jest otwar-
ty w [0,1] (zmieniamy wzdluz «, nastepnie wzdtuz ). Wobec tego, ¢; jest E-
odwzorowaniem dla z, w.

W przypadku infinitezymalnym zmieniamy punkt, a nastepnie kierunek. Roz-
wazmy bowiem zbiér S liczb s € [0,1], dla ktérych istnieje E-odwzorowanie
hs : D — D z warunkiem h(0) = a(s). Wtedy 0 € S, z Propozycji 3.5.5.3
zbidér S jest otwary w [0, 1] i ponownie z rezultatéow Sekeji 3.4 jest domkniety. Stad
S = [0,1]. Teraz taczymy h{(0) i v krzywa 7 : [0,1] — C". Definiujemy R ja-
ko zbiér r € [0,1] takich, ze istnieje E-odwzorowanie h, : D — D spelniajace
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7, (0) = hy(0), 2.(0) = o,7(1—7) dla pewnego o, > 0. Wowcezas 1 € R, z Propozy-
¢ji 3.5.5.4 zbior R jest otwarty w [0, 1], a dzieki wynikom Sekcji 3.4 jest domkniety.
Zatem R = |0, 1], wiec hg jest E-odwzorowaniem dla z, v. O

Jestesmy gotowi do udowodnienia gtownych wynikéw pracy Lemperta.

DOwOD TWIERDZENIA 3.1.13 W PRZYPADKU R-ANALITYCZNYM. Z Lematu
3.7.1.2 wynika, ze dla dowolnych r6znych punktéw z,w € D (odp. z € D, v €
(C™),) istnieje E-odwzorowanie przechodzace przez nie (odp. takie, ze f(0) = z,
f(0) = v dla pewnego A > 0). Z drugiej strony, z Wniosku 3.3.1.2 wiadomo, ze
FE-odwzorowania sg geodezyjnymi. O

DowOD TWIERDZENIA 3.1.20 W PRZYPADKU R-ANALITYCZNYM. To konse-
kwencja Lematu 3.7.1.2 i Wniosku 3.3.1.5. U

3.7.2. Przypadek C2.

Lemat 3.7.2.1. Niech D CC B,,, n > 2, bedzie obszarem silnie pseudowypukiym
klasy C2. Ustalmy z € D i niech r bedzie funqu@ definiujgcqg D spetniajgcg warunksi
(a) r € C?(C"),
() D={z e C":r(z) <0},
() C"\ D ={x € C": r(z) > 0},
(d) |VT| =1 na 0D,
(e) XFpe 18z6zk( a)X; Xy > C|X|? dlaa € 0D, X € C" i stalej C > 0.
Zalézmy, ze istniejq C*-gladkie funkcje ry, : C* — R takie, ze

olelr,,  olely

ox® = Ox“
Niech D,, bedzie sktadowq zbioru {x € C" : 1, (z) < 0} zawierajgcg punkt z.
Wowezas istnieje ¢ > 0 takie, ze (D, z),(Dp,2) € D(c), m >> 1.

na B,, a€N" |a|<2

Dowo6p. Warunki (a), (e), (f) Definicji 3.4.1 sa spelnione. Aby znalezé ¢ spel-
niajace (2), bierzemy s > 0 takie, ze Hr(z; X) < s|X[|? dlaz € B, i X € (R*"),.
Wtedy Hrp,(7; X) < 2s|X|? dla z € B,, X € (R*), i m >> 1. Niech Uy C B,
bedzie otoczeniem 0D takim, ze |Vr| jest na Uy miedzy 3/4 a 5/4. Zauwazmy, ze
0D, C Uy oraz |Vr,| € (1/2,3/2) na Uy, gdy m >> 1.

Ustalmy m i a € 0D,, i potézmy b := a — Rvp,, (a), gdzie mata liczba R > 0
bedzie okre§lona pézniej. Znajdujemy ¢t > 0 takie, ze Vr,,(a) = 2t(a — b). Zauwaz-
my, ze t moze by¢ dowolnie duze o ile R jest dostatecznie male. Ktadziemy ¢ := 2s

= |Vrpn(a)|/t. Mamy Hr,,(z; X) < 2t|X|?> dla z € B,,, X € (R*), i m >> 1.
Funkcja
h(z) i=rp(z) —t(lz — b]* — R*), z€C",
osiagga w a globalne maksimum na B,, (a jest silnym maksimum lokalnym i hesjan
h jest ujemny na wypuktym zbiorze B,,, por. dow6d Lematu 3.7.1.2). Stad h < 0
w B,,. Z tego dostajemy (b).
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Z (b) wynika, ze D,,, = {x € B, : r,,(z) < 0} dla duzych m (tzn. {x € B,, :
rm(x) < 0} jest spojny).

Co wigcej, warunek (b) implikuje (c) nastepujaco. Wnosimy z Uwagi 3.4.4 o ist-
nieniu ¢ > 0 takiego, ze D spenia (c¢) z ¢’. Niech mq bedzie takie, ze odlegtosé
Hausdorffa miedzy 0D a dD,, jest mniejsza niz 1/¢’ dla m > my. Istnieje ¢ > 0
takie, ze D,,, spelia (¢) z ¢”’. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé¢, ze ¢’ < ¢.
Ustalmy z,y € D,,. Poniewaz D,, spelhia (nie tracac ogélnosci) warunek kuli
wewnetrznej o promieniu 1/¢/, wnosimy, ze istnieja dwie kule o promieniach 1/¢
zawarte w D,, 1 zawierajace punkty z,y odpowiednio. Srodki tych kul lezg w D,,.
Korzystajac z faktu, ze (D, 2) € D(c”), mozemy potaczy¢ te srodki kulami o pro-
mieniach 1/(2¢”) jak w warunku (c). Zatem znalezliSmy tancuch sktadajacy sie
z kul o promieniach 1/¢ lub 1/¢”, taczacy z,y.

Dlatego mozemy potaczy¢ x i y kulami zawartymi w skonstruowanym tancuchu
o tym samym promieniu zalezgcym jedynie od ¢ i ¢”.

Teraz dowodzimy (d). Pokazemy, ze jest ¢ > ¢ takie, ze kazde D,, speinia
warunek (d) z liczba ¢, dla duzych m. W tym celu pokryjmy 0D skoriczong liczbg
kul B, j = 1,...,N, z warunku (d) i niech B} CC B; bedzie kula taka, ze
{B} ;,Vzl jeszcze pokrywa 0D. Niech ®; beda odwzorowaniami odpowiadajacymi
B;. Niech ¢ bedzie takie, ze dowolna kula o promieniu € przecinajaca 0D jest
relatywnie zwarta w B} dla pewnego j. Wida¢, ze kazda kula B o promieniu
£/2 przecinajaca 0D, zawiera sie w kuli o promieniu € przecinajacej 0D, jest
wige zawarta w B’ dla pewnego j. Wtedy para B, ®; spelia warunki (d)(ii),
(d)(it3), (d)(iv). Zatem wystarczy sprawdzié, ze istnieje ¢ > 2/¢ takie, ze kazda
para B}, ®; spetia warunek (d) dla Dy, z ¢ (m >> 1). Jest to mozliwe, gdyz
®;(D,,) C ®;(D), (8'*®;/02%)(0D,, N B;) zbiega do (91*1®,/02*)(dD N B;) dla
la] < 21 dla dowolnego w € ®(0D N Bj;) znajdzie si¢ kula o promieniu 2/e
zawierajaca @;(D), styczna do 0@, (D) w punkcie w. Sprecyzujmy to w nastepujacy
Sposob.

Niech a,b € C" iz € 0B,(a,¢), gdzie ¢ > ¢’. Wtedy kula B,(2a—z, 2¢) zawiera
Bn(a,¢) i jest styczna do B, (a,¢) w x. Istnieje liczba n = n(d,¢) > 0, niezalezna
od a, b, z, taka, ze $rednica zbioru B, (b, ¢) \ B,(2a — x, 2¢) jest mniejsza niz § > 0,
o ile |a — b| < n (prosta konsekwencja nieréwnosci trojkata).

Wybierzmy § > 0 takie, ze H(ro®; ') (z; X) > 25|X[*dlaz € U;, j =1,..., N,
gdzie U; jest otoczeniem ®;(0D N B;). Wowczas, H(rm o ®;1)(z; X) > 5|X|? dla
x € U; i duzych m oraz ®;(0D,,NB;) CU;, j =1,..., N. Powtarzajac dla funkcji

£ (1 0 ®71) (&) — F(Jo — B — %)
argumentacj¢ uzyta w dowodzie warunku kuli wewngtrznej z odpowiednio dobra-
nym ¢ i jednostajnym R > ¢, znajdujemy jednostajne & > 0 takie, ze dla dowolnych
J,morazw € ®;(0D,,NB}) istnieje kula B o promieniu R styczna do ®;(9D,,NBY)

w punkcie w, taka, ze ®;(0D,, N Bj) N B,(w,&) C B. Przez a;m,(w) oznaczmy jej
srodek.



3.7. DOWODY TWIERDZEN 3.1.13 T 3.1.20 93

Z drugiej strony, dla kazdego w € ®;(0D,, N B}) znajdzie si¢ t > 0 takie, ze
w' = w+tv(w) € ®;(0DNBy), gdzie v(w) jest jednostkowym wektorem normalnym
zewngtrznym do ®;(0D,, N B) w punkcie w. Niech a;(w’) bedzie érodkiem kuli
o promieniu R, stycznej do ®;(0D N B;) w punkcie w’. Wynika stad, ze |a;,(w) —
a;(w')] < n(E/2, R), o ile m jest duze.

Laczac powyzsze fakty, konczymy dowéd warunku kuli zewnetrznej (z promie-
niem zaleznym tylko od £ i R). OJ

Dow6éD TWIERDZEN 3.1.13 1 3.1.20 W PRZYPADKU C2. Nie tracac ogdlno-
Sci zaktadamy, ze 0 € D CC B,,. Niech r bedzie jak w Lemacie 3.7.2.1.

7 twierdzenia Weierstrassa wynika, ze istnieje ciag Py rzeczywistych wielomia-
néw na C" takich, ze

olelp olaly _
(%Uak = Spa 12 B,, acN |af<2.

Rozwazmy zbiory

Dk’g = {.]3 e Cr: Pk(fﬂ) +e< 0}
Niech ¢, bedzie ciagiem liczb dodatnich, dazacym do 0, takim, ze 3c,,11 < €.
Dla m € N istnieje k,,, € N takie, ze || P, — 7|z, < em- Kladac 7, := Py, + 22y,
otrzymujemy r + £, < Ty < 7+ 3, na B,. W szczegdlnodei, 1 < T < T
na B,.

Niech D,, bedzie sktadowg Dy, o.,, zawierajaca 0. Jest to ograniczony obszar
silnie liniowo wypukty z brzegiem R-analitycznym, a r,, jest jego funkcja definiu-
jaca dla duzych m. Ponadto, D,,, C D,,+1 oraz U,,_; D,, = D. Z wlasnosci funkcji
i metryk holomorficznie kontraktywnych dostajemy Twierdzenie 3.1.13.

Pozostaje pokazaé, ze dla réznych z,w € D (odp. z € D, v € (C"),) istnieje
stabe F-odwzorowanie. Punkty z,w leza w D,, (odp. z € D,,), m >> 1. Zatem
mozna znalezé E-odwzorowanie f,, w D,, dla z, w (odp. z,v). Skoro (D,,, z) € D(c)
dla pewnego jednostajnego ¢ > 0 i duzych m (Lemat 3.7.2.1), wnioskujemy, ze
fm, fm i p,, spelniaja jednostajne szacowania z Sekcji 3.4. Dlatego, przechodzac
do podciagu, mozna zalozy¢, ze { f,,} zbiega jednostajnie na D do odwzorowania
f € O(D) NCY%(D) przechodzacego przez z, w (odp. takiego, ze f(0) = z, f/(0) =
Av dla pewnego A > 0), { fm} jest jednostajnie zbiezny na D do odwzorowania
f € OD)NCY*D) oraz {p,} zbiega jednostajnie na T do dodatniej funkcji
p € CV2(T) (w szczegdlnosci, f'e f =1 w D, wiec f nie ma zer w D). Wiemy juz,
ze implikuje to, iz f jest stabym F-odwzorowaniem w D.

Aby dostaé¢ C*~1¢-gtadkosé¢ f i odwzorowan stowarzyszonych, k = 3,4, ..., oo,
wystarczy powtérzyé dowdd [Lem81, Proposition 5|. Kluczowy jest lemat We-
bstera (por. [Web78], udowodniliémy go w przypadku R-analitycznym, Propozy-
cja 3.2.1). Niech

Y:0D 3 z— (2,T5(z)) € C" x (P71,
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gdzie P"~1 jest (n—1)-wymiarowa przestrzenia rzutowa zespolona. Oznaczmy przez
7 : (C"), — P"! rzutowanie kanoniczne.

Z lematu Webstera, 1(9D) jest calkowicie rzeczywista rozmaitoscig klasy C*~1.
Odwzorowanie (f,wo f) : D — C* x P*! jest 1/2-hélderowskie, holomorficzne na
D i odwzorowuje T w ¥ (0D). Wobec tego, jest klasy C¥~1~¢ dla dowolnego £ > 0
(zasada odbicia dla C", 2 < r < w, [Lem81, Lemme 2]), skad f, jak réwniez vpo f
sg klasy CF—17¢,

Ustalmy ¢y € T. Skoro vp(f((p)) # 0, mozna przyjaé, ze vpo f # 0 na TNU,,
gdzie Uy jest otoczeniem (y. Niech funkcja ¢ € C*17¢(T,C) bedzie zdefiniowana
jak w dowodzie Propozycji 3.4.8. Zatem ¢ = vp o f na T N U oraz logy €
CF=17¢(T) jest dobrze okreslony. Rozszerzmy Imlogy do funkecji v harmonicznej
w D i rozwazmy funkcje g = u+iv € O(D), ktorej czescia urojona jest v. Skoro v €
C(D) N C*¥175(T), z twierdzenia Privalova wynika, ze g € C*"'7¢(D). Zauwazmy,
ze funkcje e*Reloevyn 1o f oraz prp, o f (na T N Up) rozszerzaja sie do funkcji
holomorficznych w D N Uy i ciggltych w D N Uy, wobec czego peRelos¥—" réwniez.
Korzystajac z zasady odbicia, mozna ja przedtuzy¢ holomorficznie przez T N Uy,
skad wynika, ze p jest klasy C*~'=¢ na T N Uy, a w konsekwencji na T. Stad
f € C*'"5(T) i na mocy twierdzenia Hardy’ego-Littlewooda, klasa przenosi sie
na D. U




ROZDZIAY, 4

Dodatek

4.1. Obszary gtadkie i funkcje definiujace
Referencja: [JPO0O, Section 2.2].

Definicja 4.1.1. Niech Q C R™, m > 2, bedzie obszarem, k € NU{oo,w}ia € 05.
Méwimy, ze 0N jest klasy C¥ w punkcie a, jezeli istnieje otoczenie U C R™ punktu
a i funkcja r : U — R klasy C* taka, ze

(@) UNQ={xeU:r(z) <0},

(b) Vr #0na U.

Funkcje r nazywamy lokalng funkcjq definiujgcg 2 w punkcie a.

Oczywiscie, r jest lokalng funkcja definiujaca dla a z pewnego zbioru S C 9f2.
W tej sytuacji méwimy, ze € jest klasy C¥ w otoczeniu zbioru S.

Jesli 99 jest klasy C* w kazdym punkcie a € 99, to okreslamy  mianem
obszaru klasy C*.

Funkcja r jest funkcjqg definiujgcg ), gdy U jest otoczeniem 0f2. Wymiennie
stosujemy okreslenia:  jest CF-gtadki, 9N jest klasy C*, 99 jest CF-gtadki.
Uwaga 4.1.2. (a) Z warunkéw (a) i (b) Definicji 4.1.1 wynika, ze

UNnoQt={xeU:r(x)=0}
(b) Wektor normalny i przestrzen styczna (s. 47) nie zaleza od wyboru lokalnej
funkcji definiujace;j.

Propozycja 4.1.3. Niech Q0 C R™, m > 2, bedzie ograniczonym obszarem klasy

CF, k € NU{oo}. Wéwczas istnieje funkcja definiujgca Q klasy C*(R™).
Przyjmujemy nastepujaca definicje

Definicja 4.1.4. Obszar D C C" jest silnie pseudowypukty, gdy

(a) D jest klasy C?,
(b) istnieje funkcja r definiujaca D taka, ze

Lr(a; X) >0, a€dD, X €T5(a).. (4.1.1)
(Dla n = 1 warunek (4.1.1) jest pusto spetniony.)

Uwaga 4.1.5. (a) Nieréwnosci w Definicjach 3.1.5, 3.1.7 1 4.1.4 nie zaleza od wy-
boru funkcji definiujace;j.

95
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(b) Dla obszaréw ograniczonych Definicja 4.1.4 jest zgodna z definicja lokalna.
Mozna pokazac, ze analogiczng sytuacje mamy w przypadku ograniczonych
obszarow silnie wypuktych i silnie liniowo wypuktych (w przypadku silnie wy-
pukltym i silnie pseudowypuktym mozna wybra¢ funkcje definiujaca tak, by
nieréwnosci zachodzity na (R™), i (C"), odpowiednio). Sytuacja komplikuje
sie w przypadku nieograniczonym, zwtlaszcza jesli zadamy plurisubharmonicz-
nosci funkeji definiujacej w otoczeniu D. Szerokie oméwienie tego problemu
znajduje sie w [HST14].

4.2. Funkcje plurisubharmoniczne i obszary pseudowypukte

4.2.1. Funkcje plurisubharmoniczne.

Definicja 4.2.1.1. Niech D C C™ bedzie obszarem. Funkcje v : D — R_,, nazy-
wamy plurisubharmoniczng, jezeli jest potciagla z géry oraz jest subharmoniczna
na przecieciu D z kazda prosta zespolona, tzn. funkcja

{AeC:a+ XX eD}s>5A—ula+IX) e R_

jest subharmoniczna dla dowolnych a € D i X € C" (jesli dziedzina jest pusta to
przyjmujemy, ze ten warunek jest spelniony).

Uwaga 4.2.1.2. Funkcja u : D — R klasy C? jest plurisubharmoniczna wtedy
i tylko wtedy, gdy

Lu(a; X) >0, a€ D, X eC".

4.2.2. Regularyzacja funkcji plurisubharmonicznych. Istnieja funkcje

Xe € C*(C™) takie, ze

e X. jest radialna, tzn. x.(2) = x.(w), o ile |z| = |w|,

e x. > 0 naeB,,

e y. =0 poza B,
f(C2 Xe = L.
Niech D, := {z € D : dist(z,0D) > €} dlamalych € > 0. Dla funkcji u € PSH(D),
u # —oo, ktadziemy

us(z) = /EBH u(z + w)xe(w)dw = /Du(w)xs(z —w)dw, z€ D..

Wtedy u. € PSH NC>®(D,) oraz u. \, u, gdy € \, 0, zob. [Rud08, p. 376].

4.2.3. Obszary pseudowypukle. Referencja: [JJO1, Section 4.1].
Definicja 4.2.3.1. Obszar D C C" jest pseudowypukty, jesli
—logdist(-,0D) € PSH(D).
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Definicja 4.2.3.2. Niech D C C" bedzie obszarem. Funkcja u : D — R_, jest
wyczerpujgea dla D, gdy

{zeD:u(z) <t} cC D
dla dowolnego t € R.

Twierdzenie 4.2.3.3. Dla obszaru D C C™ nastepujgce warunki sqg rownowazne
(a) D jest pseudowypukly,

(b) istnieje plurisubharmoniczna funkcja wyczerpujgca dla D,

(c) istnieje ciggla plurisubharmoniczna funkcja wyczerpujgca dla D.

Propozycja 4.2.3.4. Niech D C C" bedzie obszarem. Waéwczas

(a) jeslin =1, to D jest pseudowypukly.

(b) jesli D jest wypukly, to jest pseudowypukly.

(c) jesli D jest silnie pseudowypukly, to jest pseudowypukly.

(d) jezeli D jest pseudowypukly, G C C* jest obszarem pseudowypuktym oraz f €
O(D, Q), to zbidr otwarty f~H(G) jest pseudowypukly (tzn. kazda jego sktadowa
jest obszarem pseudowypuktym).

(e) gdy D jest pseudowypukly i u € PSH(D), zbior otwarty {z € D : u(z) < 0}
jest pseudowypukty.

4.2.4. Obszary Hartogsa-Laurenta.

Propozycja 4.2.4.1 ([Par03], Proposition 1.1.10(2)). Niech D C C" bedzie 0b-
szarem oraz u,v : D — R_ funkcjami polciggltymi z gory takimi, ze u + v < 0.
Wowczas obszar Hartogsa-Laurenta

{(z,\) €D xC:e’® < |\ < e
jest pseudowypukty wtedy i tylko wtedy, gdy D jest pseudowypukly oraz w,v €
PSH(D).

4.2.5. Kontinuitatssatz. Dla zbioréw A;, A C R™ niech A; — A oznacza
zbiezno$¢ w sensie odlegtosci Hausdorffa.

Twierdzenie 4.2.5.1 (Kontinuititssatz, [JJ01], Theorem 4.1.19). Dla kazdego
obszaru D C C" nastepujgce warunki sg rownowazne

(a) D jest pseudowypukly,
(b) dla dowolnych: k € N, obszaru ograniczonego G C C* i odwzorowars f; €
O(G,D)NC(G, D), j €N, zachodzi implikacja

f;(G)— AcccC", fj(0G)— Aycc D= AcCC D,

(¢) dla dowolnych réznowartosciowych odwzorowan f; € O(C,C"), j € N, takich,
ze U2, f;(D) C D zachodzi implikacja

fi(D)—AcccC fi(T)— Aycc D= AccD.
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4.2.6. Wlasno$é taut. Referencja: [JP13, Section 3.2].

Definicja 4.2.6.1. Obszar D C C" jest taut, jezeli rodzina O(ID, D) jest normalna,
tzn. dla dowolnego ciagu f; € O(D, D) zachodzi co najmniej jeden z warunkow

(a) istnieje podciag fy; zbiezny niemal jednostajnie do f € O(D, D),

(b) istnieje podciag fi, rozbiezny jednostajnie na zbiorach zwartych, tj. dla do-
wolnych zbioréw zwartych K C D, L C D istnieje jo takie, ze fi, (K)NL =0,
J 2 Jo-

Uwaga 4.2.6.2. Ograniczony obszar wypukly jest taut, z kolei obszar taut jest

pseudowypukty.

Uwaga 4.2.6.3. Obszar D C C jest taut wtedy i tylko wtedy, gdy #(C\ D) > 2
4.2.7. Lemat Hopfa.

Lemat 4.2.7.1 (Lemat Hopfa, [BN97], s. 26). Niech Q@ C R™, m > 2, bedzie
obszarem ograniczonym klasy C* oraz u < 0 funkcjq subharmoniczng w Q. Wtedy
istnieje ¢ > 0 takie, Ze
—t
lim sup A" 0l@) o
t—0+ t

Whniosek 4.2.7.2 (Lemat Hopfa dla kota). Niech u < 0 bedzie funkcjg subharmo-
niczng na D. Wtedy istnieje ¢ > 0 takie, Ze

u(\) < —¢(1—[A]), AeD.

a € 0f).

4.3. Odwzorowania holomorficzne
4.3.1. Lemat Schwarza-Picka.
Lemat 4.3.1.1 (Lemat Schwarza-Picka, [JP13], Lemma 1.1.1). Niech f € O(D, D).
Wtedy

(@) p(f(M), f(A2)) < P(A1, A2), A1, Az € D
(0) Y(FODL N <~A(A), A e D.

(¢) nastepujace warunki sqg réwnowazne
(i) f € Aut(D),

(12) p(f(A1), f(A2)) = P(A1, A2), A1, Ao € D,
(7i1) p(f( A1), f(A2)) = p(A1, \2) dla pewnych réznych A, Ay € D,
(iv) ¥ (;( ))\f()i Y(A), AeD,

(0) (SO N

4.3.2. Lemat Schwarza dla kuli.

Lemat 4.3.2.1 (Lemat Schwarza dla kuli, por. [Rud08], Theorem 8.1.4). Niech
feOoD,B,(a,r)). Wowczas

F/(0)] < \/r2 = [ £(0) — al?.

~(A) dla pewnego X € D.
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Dowob. Wystarczy pokazaé, ze |f'(0)] < /1 —[f(0)|> dla f € O(D,B,,). Od-
wzorowanie g := Xy o f : D — B, posyla 0 w0, skad [¢'(0)] < 1 (zasada
maksimum dla funkcji subharmonicznej |g(A)/A|). Bezposrednie obliczenia poka-
zuja, ze

19 O0) = Xy (FO)F O = - '_f/\(;)()(’))!? i ‘<< : 7;2’2'5511?’ ’

co konczy dowdd. O

4.3.3. Nakrycia holomorficzne. Referencje: [JP13, Remark 3.2.3(e)] oraz
[NR12, Part II, Chapter 5 i Part III, Chapter 10].

Definicja 4.3.3.1. Niech II : D — D bedzie odwzorowaniem holomorficznym
miedzy obszarami D,D c C. Okreslamy Il mianem nakrycia holomorficznego,
jesli dla dowolnego punktu a € D istnieje Jego otoczenie U C D i parami roztaczne
zbiory otwarte U; C D, j € J, takie, ze II"Y(U) = UJEJU oraz H|U U, — U

jest biholomorfizmem dla kazdego j.
Dowodzi sie, ze moc zbioru IT7*({a}) nie zalezy od wyboru a € D. Nazywamy
ja krotnoscig nakrycia II.

Twierdzenie 4.3.3.2 (Podnoszenie odwzorowaii holomorficznych). Niech D, D C
C" bedg obszarami, a 11 : D— D nakryciem holomorficznym. Niech ponadto
f € O(G,D), gdzie G C CF jest obszarem jednospéjnym. Wéwczas dla dowolnych
punktéw a € G, a € D spetniajgcych warunek fla) = Il(a) istnieje dokladnie
jedno odwzorowanie f € O(G, D), zwane podniesieniem f, takie, Ze f = Hof oraz

fla) =a.

Twierdzenie 4.3.3.3 (Twierdzenie uniformizacyjne). Kazdy obszar D C C moz-
na nakryé holomorficznie zbiorem D lub C, przy czym D jest nakryty kotem jed-
nostkowym wtedy i tylko wtedy, gdy #(C\ D) > 2.

Uwaga 4.3.3.4. Nakrycie holomorficzne Il : D — D obszaru ptaskiego D, nie-
bedace biholomorfizmem, jest krotnos$ci nieskonczonej przeliczalnej. Przypusémy
bowiem, ze II jest skonczonej krotnosci k. Niech v : [0,1] — D bedzie krzywa
zamknieta, tzn. odwzorowaniem ciagltym takim, ze v(0) = (1) =: a. Przebiegajac
krzywa k razy, mozna przyjaé, ze #v '({a}) > k + 1. Podnosimy ~ przez II do
krzywej 7 : [0,1] — D, tzn. v = 11 o 4. Wynika stad, ze ¥ zawezona do pewne-
go podprzedziatu jest zamknieta. Ta restrykcja jest $ciagalna, wobec czego ~ tez.
Oznacza to, ze D jest jednospojny, sprzecznosc.

4.3.4. Funkcje holomorficzne klasy C*. Referencja: [Gol69, Chapter IX,
§5].

Ponizsze funkcje prowadza w C. State M, K wyliczono z dowodéw. Dla nas jest
wazne to, ze nie zaleza od funkcji.



4.4. PODROZMAITOSCI CALKOWICIE RZECZYWISTE 100
Twierdzenie 4.3.4.1 (Hardy-Littlewood). Niech f € O(D) N C(D). Wtedy dla
a € (0,1] nastepujgce warunki sq réwnowazne
AM > 0:|f(e™) — f(e™)| < Mt, —to]*, t,t €R (4.3.1)
JK >0: /(N < K1 —|\)*", XeD. (4.3.2)
Co wiecej, jezeli dane jest M spelniajgce (4.3.1), to K moze byé wybrane jako
1-3a oo @
y et [*
o o 1+t 7
a jesli mamy K spelniajgce (4.3.2), to M mozna zdefiniowaé jako (2/a+ 1)K.

Twierdzenie 4.3.4.2 (Hardy-Littlewood). Niech f € O(D) NC(D) bedzie takie,
ze

|f(eitl)_f(€it2>| <]\4-|t1_t2|0£7 t17t2 GR,
dla pewnych o € (0,1] i M > 0. Wtedy

[FO) = F2)] < KA = X% A1, A €D,
gdzie

—5a S
K := max {21_20‘7TO‘M, 2°% W“a_lM/ dt} :
o 1412

Twierdzenie 4.3.4.3 (Privalov). Niech f € O(D) bedzie takie, Ze Re f rozszerza
sie na D 1
|Re f(e™) — Re f(e")| < M|ty —t5]®, ti,t5 € R,
dla pewnych o € (0,1) i M > 0. Wéwczas f rozszerza si¢ na D oraz
(M) = fF(A2)| < KA = Xof®, A, A2 €D,
gdzie

. 1-20 o o328 o 1 [ t 2 3-3a co
K'_maX{Q T /0 1+t2dt}(0z+1>2 T M/o et

4.4. Podrozmaitosci catkowicie rzeczywiste
Referencje: [Lem84|, [Web78].

Definicja 4.4.1. Lokalng podrozmaito$¢ M C C™ nazywamy catkowicie rzeczy-
wistq, gdy dla dowolnego z € M przestrzen T (z) nie zawiera prostej zespolone;.

Oznacza to doktadnie, ze T (z) = {0}, réwnowaznie Th(2) NiTy:(z) = {0}.

Lemat 4.4.2. Niech M C C™ bedzie catkowicie rzeczywistg lokalng podrozmaito-
sciq klasy C* wymiaru rzeczywistego m @ niech z € M. Wowczas istniejg otoczenia
U,V C C™ punktow 0, z odpowiednio oraz biholomorfizm ® : U — V taki, Ze
OR™"NU)=MNV.
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DowoD. Istnieja otoczenia Uy C R™, Vy € C™ punktéw 0, z odpowiednio
oraz dyfeomorfizm ® : Uy — M NV klasy C¥ taki, ze ®(0) = z. Odwzorowanie
® rozszerza sie w naturalny sposob do ® holomorficznego w otoczeniu 0 w C™.
Mamy

0, 09, 0%,

S0 =22 (0) =

0z, Oy, Oxy,

Przypus$émy, ze pochodna zespolona ®’(0) nie jest izomorfizmem. Wtedy istnieje
€ (C™), takie, ze ®'(0)X = 0, wiec

m a@ m 9P I 0D
O—kz::laz Za— ReXk—l—zZa—(O)Ika.

k=1 9Tk

0), jk=1,....m

:;A =:B
Wektory

tworza baze Ty (z), skad A, B € Ty (z), w konsekwencji A, B € iTy(z). Skoro
M jest catkowicie rzeczywista, tzn. Thy(2) N iTh(z) = {0}, mamy A = B = 0.
7 wtasnoéci bazy mamy Re X, =Im X, =0, k= 1,...,m, sprzecznosc. U

Lemat 4.4.3 (Zasada odbicia). Niech M C C™ bedzie catkowicie rzeczywistg lo-
kalng podrozmaitoscig klasy C¥ wymiaru rzeczywistego m. Niech Vo C C bedzie
otoczeniem punktu (o € T, a g : DNVy — C™ odwzorowaniem cigglym. Zalézmy,
zZe g € ODNVy) i g(TNVy) C M. Wtedy g rozszerza sie holomorficznie przez
TN V.

DoOwOD. Ze wzgledu na zasade identycznosci wystarczy rozszerzyé g lokalnie
przez dowolny punkt (; € T NV;. Dla ¢g(() € M wezmy ® jak w Lemacie 4.4.2.
Niech Vi C Vj bedzie otoczeniem (, takim, ze g(ID N V) zawiera sic w obrazie
®. Odwzorowanie ®~! o g jest holomorficzne w D NV} i ma wartosci rzeczywiste
na T N V). Ze standardowe] zasady odbicia, rozszerza si¢ ono przez T N V; do h.
Wowcezas ® o h jest rozszerzeniem g w otoczeniu (. 0

4.5. Przestrzen Sobolewa

Referencja: [Maz85].

Przestrzen Sobolewa W%%(T) = W?%2(T,C™) jest przestrzenia odwzorowar
f: T — C™, ktorych pierwsze dwie pochodne w sensie dystrybucyjnym nale-
za do L*(T) (uzywamy tu standardowego utozsamienia funkcji na T z funkcjami
na przedziale [0, 27]). W takiej sytuacji f jest klasy C*.

Jest to zespolona przestrzen Hilberta z iloczynem skalarnym

<f7 g>W = <f7 g>L + <f/7g/>L + <f//7g//>L7
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f.9 .2/ ¢it)) dt.

Niech |||, ||-||w oznaczaja normy indukowane przez ( ,—)r1(-,—)w. Nastepujaca
charakteryzacja wynika z tozsamosci Parsevala

gdzie

W22(T) = {f e L*(T): > (14K +EkYal < oo} :
k=—0o0
gdzie a;, € C™ sg wspotczynnikami Fouriera f, tj.

o0

Q= > ach, CeT.

k=—o00

Tozsamos¢ Parsevala daje doktadnie

| fllw = J i (1+ k24 kY|ap2, [ e W>X(T).

k=—0o0

Zauwazmy, ze W22(T) c CY2(T) C C(T) i oba zawierania sa ciagle (w szczegdl-
nosci, R-analityczne). Mamy rowniez

[f]lr < Z |ak| < J > T > 1+ E)|ay <ﬁ||fllw- (4.5.1)

k=—o0 k=—o0 k=—o0
Teraz chcemy pokazaé, ze istnieje C' > 0 takie, ze
1Rl < CNRall5p- - haallfn, k€ W(T,C"), « € Ng™.
Dzigki indukcji wystarczy dowies¢, ze jest C>0 spetniajace
Ihahallw < Cllhallwllhallw, b1, ha € W2(T, C).
Uzywajac (4.5.1), szacujemy

|hihally = [|hihall7 + | he + hahh||3 + || he + 2R RS, + hyhy|)3
2 !/ / 2 " IBN " 2
< Chllhaha|T + (1R Rel L + [[hahollL)” + ([[AYRa|lL + ||2R1 RS L + [|hihy||L)

< Cillhalzllh2llz + (CallWillzlhzlle + CollhalleliB5|2)®
+ (Coll{ [z h2llr + Call2Ri Ry [lr + Collha [z ]| 251 )

< Csllha 3y llhellfy + (Callhallw | hellw + Callhallw (| hellw )*+
+ (Callha lwlhellw + 2Cs| |||z || Ao]lr + Callballw || h2llw)?
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< Cs|lha 3y llhellfy + Cullhal|lw l|h2llw + 2Cs|| Ry |lv||Rb|T)?

ze statymi C1, ..., Cs. Rozwijajac h;(¢) = 232 _ a,(cj)Ck, (eT,j=1,2, otrzymu-
jemy

1l < X:wW$H<J

k=—0o0

1 ; us
> 2 kel < sl

ez, V7 kez,
i ostatecznie ||h1hal|f < Collh |3 ||hally dla statej C.

4.6. Macierze

Definicja 4.6.1. Odwzorowanie A : R™ — R™ nazywamy izometrig, jezeli
A(z) - Ay)] = |2 — y|, v,y € R™.

Odwzorowanie U : C* — C" jest unitarne, jesli jest C-liniowe i U*U = UU* =
idcn.

Uwaga 4.6.2. [zometria A : R — R™ jest odwzorowaniem afinicznym, ktoérego
czesé liniowa (Q jest macierza ortogonalng, tzn. QTQ = QQT = idgm. Istotnie,
odwzorowanie @ := A — A(0) : R™ — R™ speknia |Q(z) — Q(y)|* = |z — y|? oraz
|Q(2)]? = |z|* dla z,y € R™. Wynika stad, ze (Q(z),Q(y)) = (z,y) i dalej

Q(ax) + Q(By) — Qax + By)|* = |ax + By — (ax + By)*, o, R,

co dowodzi, ze () jest liniowe i ortogonalne.

Propozycja 4.6.3 ([Lem81]|, Théoreme B). Niech A : T — C™ " bedzie R-
analitycznym odwzorowaniem takim, ze macierz A(C) jest samosprzezona i silnie
dodatnia dla kaidego ¢ € T. Wéwczas istnieje H € O(D, C=D*=) takie, ze
det H#0 wD oraz HH* = A na T.

Uwaga 4.6.4. W [Lem81]| stwierdzono, ze odwzorowanie H jest R-analityczne
w otoczeniu D i holomorficzne w D. Wynika stad, ze H € O(D). Rzeczywiscie,
skoro odwzorowanie G(\) := OH (\)/O\ jest R-analityczne w otoczeniu D i G = 0
na D, zasada identyczno$ci dla funkeji R-analitycznych implikuje G = 0 w otocze-
niu D.

Propozycja 4.6.5 ([Tad86], Lemma 2.1). Niech A € C"™™™ bedzie macierzq sy-
metryczng. Wtedy

|Al| = sup{|zT Az| : 2 € C", |2| = 1}.



Spis symboli
Symbole ogdlne

N:={1,2,...} = zbiér liczb naturalnych
Ny := NU {0}

Z, := zbidr liczb catkowitych

R := zbiodr liczb rzeczywistych

R_ :=RU{—o0}

C := zbior liczb zespolonych

X1,y Ty = WwspoOlrzedne punktu z € R™
21y ...y 2p = WspOlrzedne punktu z € C”
Rez := (Rez,...,Rez,) = cze$¢ rzeczywista
Imz:= (Imz,...,Imz,) = cze$¢ urojona

|| == \/a? + ...+ 22, x € R™ = norma euklidesowa

D:={\ e C: |\ <1} = kolo jednostkowy

T :={\ € C: |\ =1} = okrag jednostkowy

B, :={z € C": |z] < 1} = jednostkowa kula euklidesowa
Bu(a,r) :={z€C": |z —a| <1} —kula
P.a,r)={z€C":|z;—aj| <71, j= .,n} = polidysk
(x,y) == 2191 + . .. + TpYm = iloczyn skalarny w R™

(z,w) := 2w + ...+ 2,W, = zespolony iloczyn skalarny w C"
zow = 2zqw1 + ...+ 2w, z,w e C"

I flls = sups ||

dist(x, S) := inf{|z — s| : s € S} = odlegtos¢ punktu od zbioru
0S = brzeg zbioru

#S := moc zbioru

S, =95\ {0}

S CC T <= S jest wzglednie zwarty w T'

Vu := (0u/0x, .. au/ﬁxm) = gradient

Hu(a; X) = XTHu( )X =T 8:ck( a)X; X}, = hesjan

Lu(a; X) =37y 7%, 8Zk( a)X; X, = forma Leviego

glel olel
ik m, ’C(’ —Odl++04m
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C¥ := klasa funkcji R-analitycznych
O(D, G) := zbiér funkeji holomorficznych : D — G
O(D, G) := zbiér funkcji holomorficznych na otoczeniu D o wartosciach w G
(S) = O(5,C"), gdzie n wynika z kontekstu, a S jest otwarty lub domkniety
( ) := zbiér funkeji subharmonicznych

SH(D) := zbi6r funkcji plurisubharmonicznych
Aut(D) := zbiér automorfizméw
idg := funkcja identycznosciowa
AT = transpozycja
A* := sprzezenie hermitowskie
|| - || == norma operatorowa
|z] == max{k € Z: k < z} = cze$¢ calkowita

Rozdzial 1

Sq :={2€ C?:(2,Rez) € Q} = obszar semitubowy ....................... 7
TI(2) 1= (215, €72 ottt 8
A(r,R) :={ e C:r< |\ <R}=pierScien............ccoiiiiiiiiiiiii.. 8
m(A, A2) := [(A1 — X2) /(1 — A\ Xo)| = odlegtosé Mobiusa ................... 15
p = tgh ' m = odleglo$¢ Poincaré ............ ... . ... .. 16
~(A) :=1/(1 — [M\?) = metryka Poincaré.....................ccoiiiiiiii.. 16

Rozdziat 2

Ma(A) := (A —a)/(1 —@\) = funkcja Mébiusa ..., 18
deg B := stopien iloczynu Blaschkego........... ... ... ... .. 18
L := funkcja Lemperta ... 19
c := pseudoodlegtos¢ Carathéodory’ego......... ..., 19
E(p) :={z€C": |z|)* + ... + |2,|*» < 1} = elipsoida zespolona . ......... 26
Xw = pewien automorfizm kuli ........ .. ... 35

Rozdzial 3

k := pseudoodlegtos¢ Kobayashiego ............. ... o i 46
» := pseudometryka Kobayashiego-Roydena......................... ... ... 46
~ := pseudometryka Carathéodory’ego-Reiffena............................. 47

vp(a) := zewnetrzny jednostkowy wektor normalny ......................... A7
T Q@) 1= Przestrzen StyCzna ............ouiiiiiii A7
T5(a) := zespolona przestrzent StyCzna. ..........cooveeieiiiiiinn e, 47
T5(a) := rzeczywista przestrzein StyCzna .............oooiuiiieiiiiniiii... 47
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wind ¢ = liczba nawinie€ ........ ... 51
2P 52
F(Q) = Co(OUD(f(C)) w e 52
10 P 52
©:(C) == (2 = f(OvD(f(Q))) oo 52
G(2,0) = (2= f(Q) @ f(C) e 55
D) e 61
(1) e et 74
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